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Die Hamiltonsche Formulierung inkompressibler Hydrodynamik hat sich als erfolgreicher Ansatz zur Mo-
dellierung von Kavitationsblasenfeldern erwiesen. Wir beschreiben die Dynamik von N akustisch getrie-
benen, masselosen und sphärischen Blasen in einer viskosen Potentialströmung bei hohen Reynolds- und
niedrigen Weberzahlen. Schwerpunkt der Untersuchung ist die Charakterisierung der hydro-akustischen
Paarwechselwirkung der Blasen und ihre Relevanz für die Entstehung und Stabilität kollektiver makro-
skopischer Strukturen.

Akustische Kavitationsblasenfelder sind komple-
xe Mehrskalen- und Mehrphasen-Systeme, die
Phänomene raum-zeitlicher Strukturbildung zei-
gen. Bereits eine einzelne Blase kann eine außer-
ordentlich komplexe Schwingungsdynamik auf-
weisen. Die Wechselwirkung einer Vielzahl sol-
cher nichtlinearer Oszillatoren miteinander und
mit dem äußeren Schallfeld kann zur Entstehung
von Strukturen führen, die eine räumliche Aus-
dehnung von bis zu 103 Blasenruheradien besit-
zen und auf 104 Perioden der äußeren Anregung
zeitlich stationär sind [1]. Beobachtet werden ins-
besondere filamentartige, dendritische Struktu-
ren (Abb. 1), die für einen kritischen Wert eines
Kontrollparameters eine Transition zu Clustern
von 10-20 Blasen zeigen (Abb. 2). Auch diese ge-
bundenen und über hunderte von Perioden sta-
bilen Zustände weisen ein hohes Maß an Kom-
plexität in der Blasenbewegung auf. Zur Model-
lierung akustischer Blasenfelder wurden Konti-
nuumsmodelle vorgeschlagen, die ihr Augenmerk
auf die Eigenschaften gemittelter, makroskopi-
scher Größen legen. Naturgemäß führt dieser Mit-
telungsprozess zu einem Verlust von Informati-
on auf mikroskopischen Skalen. Wir verfolgen
daher den Ansatz der Hamiltonschen bzw. La-
grangeschen Formulierung der inkompressiblen
Hydrodynamik [2-4]. Betont werden muß jedoch,
daß die direkte Wechselwirkung der Blasen durch
Kollision oder Fragmentierung auch im Rahmen
dieser Theorie nicht beschrieben werden kann;
dies bleibt der direkten numerischen Simulation
(DNS) vorbehalten. Der Kern der Fragestellung
ist daher das Verständnis der elementaren Dyna-
mik von Translation und Oszillation einer Ein-
zelblase auf mikroskopischer Skala und die Be-
deutung der Blasenwechselwirkung für das Ent-
stehen und die Stabilität von Strukturen auf ma-
kroskopischen Raum- und Zeitskalen.
Wir betrachten hierzu ein System von N masselo-
sen, sphärischen Blasen, deren Zustand im Pha-
senraum bestimmt sei durch ihre Positionen ~xi,
die Translationsgeschwindigkeiten ~ui, sowie die
Blasenradien Ri und die Radialgeschwindigkei-
ten _Ri. Da die Blasen masselos sind, ist die kineti-
sche Energie T des Systems vollständig durch die
kinetische Energie des Fluids gegeben. Die poten-
tielle Energie V hingegen ist, da die Flüssigkeit
als inkompressibel angenommen wird, allein

Abb.1: Segmentierte CCD-Aufnahme eines akustischen
Kavitationsblasenfeldes (Bildausschnitt 8�6mm2,
Re � 100). Deutlich erkennbar ist die Anordnung der
sich ins Bildzentrum bewegenden Blasen auf filament-
artigen Strukturen.

durch die potentielle Energie des Gases in den
Blasen gegeben. Die Lagrange-Gleichungen des
Systems können dann in der üblichen Form aus
der Lagrange-Funktion L = T � V mit
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bestimmt werden [5]. Auf der linken Seite der
Gl. (1) finden sich Kräfte, welche aus einem Po-
tential abgeleitet werden können; für die Kräfte
auf der rechten Seite ist dies nicht möglich. Zu
ihnen zählen viskose Reibung, äußere Anregung,
Auftrieb und primäre Bjerknes-Kraft. Für die ra-
dialen Blasenoszillationen folgt aus Gl. (1) ein Sy-
stem modifizierter Rayleigh-Plesset-Gleichungen
in der Form

Ri
�Ri +

3

2
_R2

i �
1

4
~u2i +

X
j 6=i

Rj

�
�RjRj + 2 _R2

j

�
j~rijj

+ O
�
j~rijj

�2
�
=

1

�
(P (Ri) � P0) +

F
�
i + F ex

i

4��R2

i

; (2)

wobei ~rij = ~xi � ~xj ist und mi = 4�� _RiR
2

i sowie
~di = 2��R3

i ~ui im folgenden die mit der Oszillation
und Translation verknüpften Monopol- und Dipol-
momente bezeichnen sollen. Die Bewegungsglei-
chungen für die Translation sind entsprechend



Abb.2: Detailaufnahme eines fragmentierenden Blasen-
clusters (Bildausschnitt ca. 2�2 mm2). Die Blasen der
sich voneinander entfernenden Teilcluster sind nahezu
sphärisch.
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Für den linearen Impuls ~pi gilt
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Bemerkenswert ist, daß durch die wechselseiti-
ge Kopplung Impuls und Geschwindigkeit der i-
ten Blase i.a. nicht mehr zueinander proportio-
nal sind. Aus der Erhaltung des Impulses (sog.
Kelvin-Impuls) folgt aus Gl. (4), daß bei der vor-
liegenden Kopplung von Oszillation und Trans-
lation eine kollabierende Blase eine erhebliche
Beschleunigung erfahren kann. Für einen star-
ken Kollaps, wie er für hohe Anregungsampli-
tuden im Experiment typisch ist, ist der Verlust
der Sphärizität wahrscheinlich. In der numeri-
schen Simulation ist daher jeweils zu überprüfen,
inwieweit die grundlegenden Modellannahmen,
insbesondere bzgl. der angenommenen Reynolds-
und Weberzahlen, ihre Gültigkeit bewahren. Die
Kräfte ~F

m;m
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i in Gl. (3) sind die

aus dem effektiven Wechselwirkungspotential
der kinetischen Energie folgenden Multipolwech-
selwirkungen. Die isotrope Monopol-Monopol-
Wechselwirkung ist gegeben durch
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und wird als sekundäre Bjerknes-Kraft bezeich-
net, deren Betrag und Vorzeichen durch den Ko-
effizienten mimj bestimmt wird. Es ist üblich,
den zeitlichen Mittelwert dieses Koeffizienten
über eine Periode der Anregung zu betrachten.
Während für lineare Blasenoszillation eine analy-
tische Aussage möglich ist, zeigt die numerische
Simulation für hohe Anregungsamplituden die er-
hebliche Komplexität dieser Wechselwirkung [6].
Die Monopol-Dipol-Wechselwirkung ist gegeben
durch
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Und schließlich ist die Wechselwirkung zweier,
sich in dem Fluid bewegender Blasen durch die
Dipol-Dipol-Kraft
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gegeben. Die numerische Simulation reproduziert
die Ergebnisse der Untersuchungen zur Wechsel-
wirkung in idealen Blasenströmungen [7,8]. Mul-
tipolwechselwirkungen höherer Ordnung werden
vernachlässigt.
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