Integraltransformationsmethoden zur Ableitung von Greenschen Funktionen
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1. Einleitung

Die idealisierten Randbedingungen - schallharte und schallweiche Grenzflache -
enthalten die Vereinfachungen, daB keine Transmission von Wellen in das angren-
zende Medium erfolgt, keine Grenzflachenwellen an der Grenzflache auftreten und
keine Wellenmodenwandlung stattfindet. Fiir diese idealisierten Randbedingungen
lassen sich Greensche Funktionen z.B. mit Hilfe der Spiegelquellenmethode /1/
oder einer Fourier-Entwicklung /2/ ableiten. Betrachtet man die Schallabstrahlung
von einer Grenzflache zwischen zwei Festkorpern bzw. zwischen einem Festkorper
und einer Flussigkeit, so liegen keine idealisierten Randbedingungen vor. Fur
diese Fille bereitet die Aufstellung von Greenschen Funktionen mit dem iiblichen
Formalismus Schwierigkeiten.

2. Bewegungsgleichung

Fiir ein linear elastisches, isotropes, homogenes Medium lautet die Bewegungs-
gleichung fur die Verschiebung der Masseelemente aus ihrer Gleichgewichtslage:
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Dabei ist # - der infinitesimale Verschiebungsvektor, Fy - die Volumenkraft, p -
die Dichte und A und pu - sind die Laméschen Konstanten:

¢} =(A+2u)/p c}=plp. c; und crsind die Longitudinal- bzw. Transversalwel-
lengeschwindigkeiten.
3. Integralgleichungen und Greensche Funktionen

Dieser Punkt ist eine Zusammenstellung der einfachsten bekannten Lsungen mit
Hilfe der Huvaensschen und der Ravieigaschen Integralform.

3.1 Grundgleichungen fir die Wellenausbreitung in fluiden Medien

Fiir fluide Medien gentigt ein skalares Potential ¢ zur Beschreibung des Schnelle-
feldes, und eine Wellengleichung 146t sich fiir den Druck angeben:
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Unter Verwendung von Greenschen Funktionen kann mit Hilfe des Gaussschen
Satzes eine Integralform der Losung der skalaren Wellengleichung (2d) angegeben
werden. Befindet sich die Quelle in der Grenzfliache und ist das Volumen anson-
sten quellfrei, so reduziert sich diese Integralform auf ein Oberflichenintegral. Bei
einer harmonischen Anregung ¢ und einem fluiden Medium (po = —igw¢)
lautet die HeLmuOLTZ-HUYGENSsche-Integralform:
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Je nachdem, ob die Randbedingungen schallweich oder schallhart sind, verschwin-
det in (3) der erste oder der zweite Term.

3.2 Greensche Funktionen fiir das unbegrenzte Medium (Freifeld)

Die Greensche Funktion fiir das unbegrenzte Medium (Index o)
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liefert das Feld einer periodischen kugelsymmetrischen Punktquelle. Der Quell-
punkt befinde sich bei 7, =(x,,10,z0) und der Beobachtungspunkt bei
7 =(x,y,z). Die Greensche Funktion fiir das unendliche Medium in Zylinderko-
ordinaten (7,6, z) lautet /1/:
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n=./k* =& | J, sind die spharischen Besselfunktionen. Der Koeffizient € ist 1
fiir m=0 und 2 fir m>0.

3.3 Abstrahlung von einer schallharten Wand

Die Quelle befinde sich in der ebenen, unendlich ausgedehnten, festen Wand (x-y-
Ebene) bei z=0. Ist die Anregung der Quelle harmonisch v, = v,e ™, so ergibt
sich auf der Quellflache entsprechend (2¢) &p/on = —0p/0z= —ikcgve, ™. Auler-
halb der Quelle gilt v.=0 und damit 6p/6z =0 . In /1/ wird die Greensche Funktion
fiir den Halbraum mit einer starren Grenzfliche mit Hilfe der Spiegelquellenme-
thode abgeleitet. Befindet sich die Quelle auf der Grenzflache, ist also z,=0, so
gilt:
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Die Greensche Funktion fur eine kugelsymmetrische Quelle in einem Halbraum
mit einer starren Grenzflache i In Zylinderkoordinaten ist:
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Der erste Term in Glelchung (7) reprasentiert die einfallende und der zweite die
reflektierte Welle. Fiir z,=0 erhalten wir die Greensche Funktion fiir die Quelle
auf der Grenzfliche. Die Normalenableitung der Greenschen Funktion (6) bzw.
(7) ist auf der Grenzfliche Null. Damit verschwindet in Gleichung (3) der zweite
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Term, und Gleichung (3) geht in die Ravieicusche Integralform tiber. Betrachten
wir eine kreisrunde Quellfliche im Ursprung mit dem Radius a. Auf der Quellfla-
che gelte: v=const fiir »<a. Fur den Schalldruck des sogenannten Kolbenschwin-
gers ergibt sich:
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Das erste Integral in Gleichung (8) ist in Zylinderkoordinaten, wobei die Zylinder-

achse senkrecht zur Grenzflache steht. Aufgrund der Symmetrie der Quelle konnte

die Integration tiber die Flache ausgefiihrt werden. Der zweite Ausdruck resultiert

aus der Verwendung der Greenschen Funktion in Exponentialform (6).

3.4 Abstrahlung von einer schallweichen Grenzfliche

Im Fall der schallweichen Wand ist der Schalldruck auf der Quellfliche vorgege-
ben und auBerhalb der Quelle 0. Die Ableitung des Drucks und damit die Schnelle
an der Grenzfliche sind unbekannt. In diesem Fall wird eine gegenphasige
Spiegelquelle verwendet /3/. Die Greensche Funktion wird so gewahlt, daB sie fur
einen auf der Grenzfliche liegenden Quellpunkt identisch verschwindet und damit
in Gleichung (3) nur der zweite Term tibrigbleibt.

Fur den Normalgradienten der Greenschen Funktion ergibt sich:
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wobei 6 der Winkel zwischen dem Normalenvektor auf die Wand und dem

Vektor 7 - r, ist. Fiir eine zylindersymmetrische Quelle im Ursprung bei einem
konstantem Druck p, Giber die gesamte Scheibe ergibt sich
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3.5 Abstrahlung von einer nicht ,,perfekt schallharten” Grenzflache

In /1/ wird ebenfalls fiir eine nicht ,,perfekt schallharte” Wand, die mit einer
Punktimpedanz Z(w) = gc/p reagiert, der Schalldruck berechnet. Zur Vereinfa-
chung des Oberflichenintegrals (3) werden 6G/6z, = —ikfG und die akustische
Admittanz 3 auf der gesamten Grenzfliache konstant gesetzt. Damit fallen die zwei
Terme von (3) zusammen. Wegen der nicht ,perfekt steifen” Wand wird in
Gleichung (7) bei der reflektierten Welle der Faktor Cr eingefligt. Fur den Fall
einer kreisrunden Quelle im Ursprung folgt:
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Eine exakte Darstellung der Greenschen Funktion in Exponentialform kann nicht
angegeben werden. Die Niherung fiir den Schalldruck in kartesischen Koordina-
ten ergibt sich mit der gendherten Greenschen Funktion zu:
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Zum Vergleich der Ergebnisse von Punkt 3 und 4 fithren wir entsprechend
Gleichung (2b) ein Potential fiir die 1L-Welle (® = —p/iwg)ein. Da aJi({a)/é
entsprechend /7/ das Ergebnis der Integration iiber eine symmetrische Quellfliche
mit konstanter Anregungsverteilung ist, erhalten wir aus den Schalldriicken fir
eine kreisrunde Quelle im Koordinatenursprung (Gleichungen (8), (10), (11),
(12)) die Schnellepotentiale ¢ fiir eine achsensymmetrische Punktquelle im
Koordinatenursprung
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Der Index W (Wand) steht fur die Grenzflache und ist durch fest fur die schallhar-
te, frei fur die schallweiche und T (Transmission) fiir die nicht vollkommen schall-
harte Grenzflache zu ersetzen.

4. Integraltransformationsmethode ,,generalized ray theory”
4.1 Zeitabhangige Greensche Funktionen

Die Integraltransformationsmethoden liefern Losungen des Rand-Anfangswert-
Problems in Form von Greenschen Funktionen und stellen eine effektive Moglich-
keit zur Untersuchung der Ausbreitung zeitabhingiger Wellen dar. Die
Vektorgleichung (1) wird in 3 skalare Wellengleichungen fir die Potentiale
zerlegt. Durch Transformationen lassen sich diese partiellen Differentialgleichun-
gen in gewohnliche tuberfuhren. Die Losung des Rand-Anfangswert-Problems
erfolgt im transformierten Gebiet. Von der Dimension sowie der Symmetrie des
Problems hingt die Anzahl der notwendigen Transformationen und somit auch die
Anzahl der Riicktransformationen ab. Fir zweidimensionale Probleme geniigen
bei einer impulsformigen Anregung zwei Transformationen und bei einer harmoni-
schen Anregung eine Transformation.



Die Verschiebungen im transformierten Gebiet, die von einer an einer Plattenober-
flache wirkenden Einzelkraft hervorgerufen werden, haben in Zylinderkoordinaten
(r,0,z) entsprechend /4/ die Form:
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wobei O fur die z- oder r-Komponente steht, s ist die Transformationsvariable
bzgl. der Zeit, f{s) ist die transformierte Zeitfunktion der angreifenden Kraft, p die
Dichte des Mediums. F; und F; sind die Komponenten der angreifenden Kraft. Fir
die Greenschen Funktionen im einfach transformierten Gebiet gilt:
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¢ ist die Transformationsvariable bzgl. des Ortes. Die Indizes P bzw. L stehen fiir
die Longitudinalwelle (P-pressure) und S und T fiir die Transversalwelle
(S-sheare). Fur a=z ist J,=Jo und fiir a=r ist J,=J;. Die Quellfunktionen fiir eine
Normalkraft und eine Explosionskraft im Innern eines Mediums lauten:

SP=-¢ S5=¢/g St =lUp S§u=0 (16)

g =x1 je nachdem ob sich die Welle in positiver oder negativer z-Richtung aus-
breitet. Die Quellfunktionen fiir eine Quelle an der Grenzfliche S%, und S5,
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ergeben sich entsprechend Gleichung (17) aus den Quellfunktionen fir eine
Quelle im Innern (16) und den verallgemeinerten Reflexionskoeffizienten. Als
Beispiel sei hier der Reflexionskoeffizient fiir eine LL-Welle (d.h. einlaufende
Longitudinalwelle wird als Longitudinalwelle reflektiert) an einer Grenzfliche
Festkorper/Festkorper gegeben
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Der Index 1 steht hier fiir das Ausbreitungsmedium und 2 fiir das angrenzende
Medium. Es sei darauf aufimerksam gemacht, dal der Reflexionskoeffizient die
Parameter ¢, ¢12,Cm, €12 i, P2 von beiden aneinandergrenzenden Medien enthilt
und somit sowohl die Wellenmodenwandlung an der Grenzfliche als auch die
Transmission in das angrenzende Medium berticksichtigt wird. Der Reflexions-
koeffizient fur zwei aneinandergrenzende fluide Medien (cr,=c7,=0) ist in (22)
gegeben.

Entsprechend der Wahl des Reflexionskoeffizienten lassen sich unterschiedliche
Randbedingungen verwirklichen. Die Reflexionskoeffizienten fiir eine Grenzfliche
Festkorper/Festkorper liefern die Quellfunktion fiir eine ,,Kraft unter Last™/5/, d.h.
die Quelle wirkt an einer Grenzflache, die vollstindig mit einem Festkorper
bedeckt ist. Ist das angrenzende Medium Vakuum gilt p; = 0. Die Quellfunktionen
fiir eine Normalkraft an der freien Festkorperoberfliche sind:
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Die Aufnehmerfunktionen D hingen davon ab, ob die Verschiebung im Innern
oder an einer Grenzflache berechnet werden. Im Innern gilt:
Df=-p Di=-¢ DI=Dj=-{ Dj=D§=—q (20)
Zum Vergleich mit den berechneten Schalldriicken fiir fluide Medien im Punkt 3
sei auch noch das Potential fiir die L-Welle fiir das unendliche Medium oder fiir
Quellen an Oberflache des Halbraums gegeben:
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Bei einer ,,schallharten” bzw. ,,schallweichen” (spannungsfreien) Grenzflache an
einem fluiden Medium wird der Reflexionskoeffizient R?? =+1. Damit ergibt
sich entsprechend (16) und (17) fur die in Punkt 3 diskutierten Quellen: Normal-
kraft an der freien Oberfliche, Explosionskraft an der schallharten Oberfliche und
Explosionskraft an der nicht ,,perfekt schallharten” Grenzfliche
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4.2 Harmonische Greensche Funktionen

Hat die Zeitfunktion der Quelle die Form ¢ @, so ist nur eine Transformation
bzgl. einer Ortskoordinate erforderlich, um gewéhnliche Differentialgleichungen
zu erhalten. Aus den Gleichungen (14), (15) ergeben sich durch Ersetzen von s
durch —iww sowie von ¢ durch i¢'/w die Verschiebungen und die harmonischen
Greenschen Funktionen. Bei einer harmonischen Anregung ist eine Integration
bzgl. & (siche auch Gleichung (21)) auszufiihren. Das Riicktransformationsinte-
gral 148t sich mit Hilfe der Sattelpunktmethode niherungsweise auswerten. Diese
Niherung liefert z.B. fiir die Radialkomponente der Verschiebung:
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R ist der Abstand zwischen Quell- und Beobachtungspunkt, 8 — ist der Winkel
zwischen dem Ortsvektor R und dem Normalenvektor auf die Oberfliche im
Quellpunkt, .S(#) sind die genidherten Quellfunktionen und P(#) - sind die Richt-
charakteristiken der Punktquellen. Die gendherten Quellfunktionen lassen sich mit

der Substitution & =isinf/c direkt aus den Quellfunktionen fiir die transienten
Greenschen Funktionen (z.B. aus (16), (19) und (22)) bestimmen.

Fur eine Normalkraft an der freien Oberfliche eines Halbraums ergibt sich die
folgenden Richtcharakteristik fiir die L-Welle

pPr = 2 (1 -2¢?sin) - cos 0
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wobei 0 der Einfallwinkel der L- Welle ist; c=cr»/cr. /5/. (Es sei darauf aufmerk-
sam gemacht, daB} die Punktrichtwirkungen fiir die Normalspannung und fuir eine
Tangentialspannung an der freien Oberfliche eines nichtschubspannungsfreien
Halbraums auch in Kutzner /2/ mit Hilfe einer FouriEr-Entwicklung und anschlie-
Bender FraunnorErscher Niherung abgeleitet werden.) Rechnen wir das Potential
(21) mit den Quellfunktionen (22) in das harmonische Potential um und fithren die
Niherung aus, so folgt:
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Der Vergleich mit den Formeln (13) im Punkt 3 zeigt, daB} die Punktrichtcharakte-
ristiken, die durch die naherungsweise Auswertung des Integrals mit der Sattel-
punktmethode gewonnen werden, die Quellfunktionen fiir die Exponentialform des
RavieiH- und SomMerrELDschen Integrals liefern.
Abb.1 zeigt berechnete Richtcharakteristiken fiir die L-Welle in Wasser bei unter-
15 schiedlichen  Randbedingungen.  Die
Kurvenform wird von den Wellenmoden-
wandlungen bestimmt. Die Extremwerte
in der Richtcharakteristik fiir die Kraft
an der Grenzfliche zwischen PZT und
Wasser treten bei den Grenzwinkeln der
™ Totalreflexion  auf  (weiterfiihrende
N Diskussion in /5/). Zur Bestimmung der
Richtcharakteristik ~ einer  vertikalen
Linienkraft, die an der Grenzfliche
Festkorper/Wasser wirkt, wurden von
Kohler /6/ Messungen durchgefiihrt.
Dazu bestimmte er die Richtungsabhin-
gigkeit des Schalldrucks in Wasser von
einem sehr schmalen PZT-Streifen (200
Hm) der in PZT-Material eingebettet ist.
Die gemessenen Kurve stimmt sehr gut mit der berechneten in Abb. 1 tiberein.
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Abb.1: Punktrichtcharakteristiken in
Wasser bei einer vertikalen Kraft
an der Grenzfliache zu PZT, PVDF

5. SchluBfolgerungen:

Die harmonische Greensche Funktion ist ein Integral. Die Exponentialform ist
aufler bei den idealisierten Randbedingungen ,,schallhart” und ,,schallweich”
eine Niherung.

Integraltransformationsmethoden liefern bei den gleichen Randbedingungen die
RavieigH- bzw. die SomMerrELDsche Integralform in Zylinderkoordinaten bzw.
auch in Exponentialform.

Dadurch konnen die mit Hilfe von Integraltransformationsmethoden berechneten
Quellfunktionen in das SommerreLDsche bzw. Ravieicu-Integral eingesetzt
werden. Dieses ist sehr vorteilhaft, da es zur numerischen Auswertung dieser
Integralformen bei nichtsymmetrischen Quellen schon weit entwickelte Algorith-
men gibt.

Mit Hilfe von Integraltransformationsmethoden lassen sich auch bei komplizier-
ten Randbedingungen die Greenschen Funktionen einfach berechnen.

Die gezeigten Richtcharakteristiken machen deutlich, daBl selbst fiir ein fluides
Medium mit angrenzendem Festkorper der Kolbenschwinger in der ,,schallhar-
ten Grenzfliche” (Richtcharakteristik S(6) = 1) kein gutes Modell darstellt. Der
EinfluB der Richtcharakteristik der Punktquelle auf das Schallfeld des ausge-
dehnten Schwingers wird von der SchwingergroBfe im Verhéltnis zur Wellen-
lange bestimmt /5/.

Es sei noch darauf aufimerksam gemacht, daBl Integraltransformationsmethoden
auBler fur die hier beschriebenen Quellen: Normalkraft und Explosionsquelle,
auch Felder fur beliebig orientierte Krifte und Dipole liefern.
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