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1 Einleitung

Die Simulation von Luftschallfeldern unter Beriick-
sichtigung wellentheoretischer Effekte basiert auf
der numerischen Losung der Helmholtzschen Dif-
ferentialgleichung im Feldgebiet (2:

Ap+Kk°p=0 (1)
mit £k = % und Impedanz- bzw. Neumann-
Randbedingungen auf den entsprechenden Rind-
gebieten 0N

v’l(% = const Vi € 90 2)
vy (F) = const VI € 00N (3)

unter der Annahme eines harmonischen Ansatzes.

In den im folgenden diskutierten Fillen wird von ei-
ner Finite-Elemente-Diskretisierung ausgegangen.
Fiir rdumliche Feldprobleme, wie sie beispielsweise
in der Raumakustik auftreten, werden dazu typi-
scherweise Tetraeder oder Hexaeder herangezogen
(Abb. 1).

Abbildung 1: Tetraeder- und Hexaeder-Element
Im Rahmen dieses Aufsatzes sollen Moglichkeiten

der Genauigkeitssteigerung durch Verfeinerungen
der Elementeinteilungen vorgestellt werden.

2 Methoden

Zur Einfithrung in die Problematik soll zunéchst ein
Uberblick {iber die zwei bekanntesten eingesetzten
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Verfahrensweisen bei der FE-Diskretisierung gege-
ben werden.

2.1 p-Version der FE-Methode

Zur FE-Modellierung werden sogenannte Ansatz-
funktion zu finden sein, die die interessierende phy-
sikalische Grofle — hier den Schalldruck — im Ele-
ment moéglichst gut approximieren. Es ist einsichtig,
dafl durch die Anzahl der Stiitzstellen die Genau-
igkeit der Approximation im Element variiert wer-
den kann. So kann z.B. durch Wahl der sogenann-
ten 'p-Version’ der FE-Methode, eine evtl. unzu-
reichende Grunddiskretisierung durchaus noch im
Solver kompensiert werden, wenn dort durch Wahl
eines hoheren Approximationspolynoms (quadra-
tisch, kubisch, etc.) die Ndherung im Element ver-
bessert wird.

Ein Vorteil der p-Version bei akustischen Proble-
men ist, daf} sich insbesondere die hier auftreten-
den glatten Losungen der Helmholtz-Gleichung mit
hoherem Polynomgrad wesentlich besser approxi-
mieren lassen.
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Abbildung 2: h- bzw. p-Version

2.2 h-Version der FE-Methode

Eine alternative Vorgehensweise zur Genauigkeits-
steigerung geht nicht vom Approximationspoly-



nom, sondern von der Element-Einteilung des
Feldraums aus. Unter Beibehaltung des Polynom-
grades der Approximationsfunktion wird hier der
Feldraum mit immer kleineren Elementen vernetzt
(Abb. 2). Als Qualititsmaf kann die Maximale Ele-
mentkantenléinge h herangezogen werden. Wenn die
Zahlenwertbedingung

Eh < 1 (4)

erfiillt ist, so ist die Losung fiir alle Wellenzahlen &
verlalich [1].

Diese Bedingung fiihrt bei hohen Wellenzahlen je-
doch zu dem nachteiligen Effekt stark ansteigen-
der Rechenzeit und des extremen Speicherplatz-
verbrauchs fiir die Systemmatrizen und Vektoren.
Durch geschickte Wahl der Speicher- und Rechen-
technik auf den typischerweise sparsen Matrizen
kann dieser Nachteil jedoch in gewissemm Mafle wie-
der kompensiert werden [2]. In vielen praktischen
Anwendungen ist jedoch eine Diskretisierung nach
Mafigabe der schwécheren *Sechs Knoten pro Wel-
lenlénge’-Regel ausreichend [4].

2.3 Lokale Verfeinerung

In einem realen Feldraum befinden sich durch-
aus auch Strukturen, deren geometrische Aus-
dehnungen klein gegeniiber der Wellenlénge sind
und die einzeln oder in ihrem Zusammenwirken
einen signifikanten Einflul auf das Schallfeld ha-
ben. In der klassischen geometrischen Raumakustik
wiirde man solche Strukturen im Computermodell
nicht mehr oder hochstens in Form frequenzspezi-
fischer Wandabsorptions- und -streugrade beriick-
sichtigen. Um die physikalische Wirklichkeit aber
auch im Modell korrekt zu erfassen, miissen die-
se Strukturen durch ein entsprechend feines Gitter
wiedergegeben werden. Beim Einsatz wellentheo-
retisch basierter Verfahren mit uniformen Gittern
bestimmt die feinste Struktur im Modell die globa-
le Meshdichte. Der rechentechnische Aufwand bei
der Modellierung wire unverhiltnisméifig, da die
systembeschreibenden Matrizen mit der dritten Po-
tenz der reziproken Strukturgréfile wachsen. Beim
Einsatz unstrukturierter Gitter, wie sie beispiels-
weise bei der FE-Methode angewandt werden, las-
sen sich durch lokal angepafite Gitter auch komple-
xe Probleme ohne Aufgabe von Detailinformation
mit vertretbarem Aufwand rechnen.

3 Anwendungen

Im Zusammenhang mit der vorgestellten Thematik
ist die Diskussion des Verhaltens von Resonanzab-
sorbern besonders interessant, um das Prinzip lo-
kaler Verfeinerungen néher zu erldutern.

3.1 Helmholtzresonator

An der riickseitigen Wand eines allseitig schallhar-
ten Quaderraums wurde ein Volumen tiiber eine zy-
linderférmige Durchfiihrung angekoppelt. Die An-
ordnung bildet einen Helmholtzresonator, der im
Resonanzfall Energie aus dem Schallfeld des Qua-
derraums auskoppelt. Diese Eigenschaft wird in der
Praxis zur Unterdriickung unerwiinschter Eigen-
schwingungen eines Raumes ausgenutzt und zwar
z.B. durch Anbringung einer gelochten Platte vor
einer schallharten Wand. Diese 18t sich dann als
flichenhaft wirksame frequenzselektive Absorption
auffassen [3].

Zur Verifikation des Verhaltens wurde der Reso-
nator auf die dritte Lingsmode des Raumes ab-
gestimmt: Die Resonanzfrequenz f, des Resona-
tors ist durch die Fliche S der Durchtrittsofi-
nung, die Lange der Verengung [, den Radius r des
Miindungshalses und das hinter der Verengung an-
gekoppelte Volumen V' bestimmt:

()

Zur Berticksichtigung der Miindungskorrektur wird
als Liange der Verengung das Mal I’ = [ + 1,67
verwandt. Im vorliegenden Fall wurde r = 0,05m,
Il =0,1m und V = 0,012m? gewiihlt. Somit liegt
die Resonanzfrequenz fy bei 104 Hz.

Zur Erzeugung eines ebenen Wellenfeldes wird die
der Resonatorwand gegeniiberliegende Seite mit ei-
ner Neumannschen Randbedingung angeregt. Zur
Beriicksichtigung der Struktur des Resonators muf3-
te eine lokale Verfeinerung des Gitters an dem Re-
sonator durchgefiihrt werden. In Abb. 3 ist deutlich
der Anstieg der Meshdichte in der N&he des Reso-
nators zu erkennen.

Abbildung 3: Lokale Verfeinerung am Resonator



3.1.1 Ergebnisse

Die numerische Berechnung zeigt, dafl durch die
Kombination 'Raum plus Helmholtzresonator’ wei-
tere Eigenmoden entstehen.

Abbildung 4: Schalldruck im Resonanzfall

In Abb. 4 ist die erste dieser weiteren Eigenmoden

Frequenzbereich wird oft ein vereinfachtes analyti-
sches Modell herangezogen, bei dem die Reflexio-
nen der Welle an den den Querschnittsspriingen
berticksichtigt werden. Es ergibt sich dann eine
Kammfilter-Charakteristik, bei der die Dampfung
durch den das Verhéltnis m = g—f der Rohrquer-
schnitte bestimmt ist.

In Abb. 6 ist das im Ansatzrohr verfeinerte Gitter-
modell des Schallddmpfers dargestellt.

fiir den Resonatorraum in Form eines Isoplots dar- | %4

gestellt. Der Schalldruck innerhalb eines Schnitts
durch den Resonator ist in Farbskalierung aufge-
tragen. Als Eigenfrequenz ergibt sich die analytisch
berechnete Resonanzfrequenz aus (5).

Eine detailliertere Analyse des Problems soll hier
nicht erfolgen, da diese den Umfang des Papers
sprengen wiirde. Es sei aber darauf hingewiesen,
da nur mit der Technik der lokalen Verfeinerung
eine hinreichend genaue Modellierung der Wirkung
des Resonators auf den Feldraum moglich wurde.
Diese Technik ist somit zur numerischen Bestim-
mung von Absorptions- und Streugraden von be-
liebig strukturierten Kérpern geeignet.

3.2 Topfschalldiampfer

Als weiteres Modell soll das eines Topfschalldimp-
fers dienen. Das Aufeinanderfolgen von Rohrerwei-
terungen und -verengungen ergibt ein akustisches
Tiefpafifilter (Abb. 5). In vereinfachter Form kann
ein derartiges System elektrisch durch ein LC-Glied
reprasentiert werden [5].
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Abbildung 5: Modell eines Topfschallddmpfers
Dies ist jedoch nur im tiefsten Frequenzbereich

zuldssig, d.h. solange alle geometrischen Abmessun-
gen klein gegen die Wellenldnge sind. Im hoheren

Abbildung 6: Mesh des Topfschalldimpfers

Durch eine Impedanzbetrachtung an der Quer-
schnittsspriingen &8t sich das Ubertragungsmaf} im
vereinfachten analytischen Modell zu

1+ 1
2
bestimmen.

Vernachlissigt ist hierbei insbesondere die Helm-
holtzresonanz des gesamten Luftvolumens.

|H(f)] = —10log

3.2.1 Ergebnisse

In Abb. 7 sind die aus der FE-Rechnung und die aus
dem vereinfachten analytischen Modells gewonne-
nen Ubertragungsmafle einander gegeniibergestellt.

Wihrend die Resonanziiberh6hungen hinsichtlich
ihrer Frequenzen perfekt iibereinstimmen, differie-
ren die Amplituden geringfiigig. Eine Verifikation
mit Messungen zeigte, dafl nur die aus der FE-
Rechnung gewonnenen Ergebnisse die Realitédt ein-
wandfrei abbilden.

Man beachte, da} im Feldraum des Topfes eine
grobe Diskretisierung vollkommen ausreichend ist.
Am Querschnittssprung ist zur korrekten Abbil-
dung des hohen Schalldruckgradienten (Abb. 8) ei-
ne lokale Verfeinerung notwendig.
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Abbildung 7: Vergleich FE-Modell und vereinfach-
tes analytisches Modell

Abbildung 8: Schalldruckgradient
schallddmpfer bei f = 300 Hz
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4 Zusammenfassung

Bei der praktischen Durchfiihrung einer Simulation
mittels Finiter Elemente Methode (FEM) miissen
verschiedene Bedingungen erfiillt sein. Eine davon
ist, daf} das zu betrachtende Volumen geeignet dis-
kretisiert sein muf}. Fiir die Simulation in fluiden
Medien wird bislang eine Diskretisierung mit sechs
Knoten pro Wellenlénge als ausreichend bezeich-
net. Dies ist jedoch nur dann zutreffend, wenn sich
im Volumen keine Strukturen befinden, die klein im
Vergleich zur Wellenlénge sind.

Anhand des Helmholtzresonators wurde gezeigt,
da das Vorhandensein derartige Strukturen zu
einer signifikanten Beeinflussung des Schallfel-
des fithren kann. Die hiufig bereits vorhandene

Strukturinformation eines Modells ist daher bei
der FE-Simulation im Rahmen der Modellierung
grundsitzlich miteinzubeziehen. Prinzipiell ist auf
diesem Wege auch die rechentechnische Bestim-
mung von frequenzabhingigen Wandabsorptions-
und Streugraden moglich.

Auch aus rechentechnischen Gesichtspunkten ist
die Beriicksichtigung von Details nicht kontrain-
diziert, da durch die Verwendung unstrukturier-
ter Gitter mit lokalen Verfeinerungen auch komple-
xe Probleme ohne Aufgabe von Detailinformation
mit vertretbarem Aufwand rechenbar sind. Hinzu
kommt, daf} selbst von einem guten Akustiker nicht
von vornherein einzuschétzen ist, wie grofl der Ein-
flufl derartiger Details ist. Zur lokalen Verfeinerung
kann die h-Version der FE-Methode herangezogen
werden.

5 Ausblick

In Kombination mit einem Fehlerschitzer kann
auf die h-Version der FEM aufbauend, ein Algo-
rithmus zur adaptiven 3D-Gitterverfeinerung ent-
wickelt werden. Damit wird es moglich sein, aku-
stische Probleme unter Beriicksichtigung von Pha-
seneffekten mit minimaler Knotenzahl zuverlissig
zu l6sen. Bei Hinzunahme von Multigrid-Losern
kann dartiber hinaus ein effektiver Multilevel-
Vorkonditionierer fiir einen effizienten Gleichungs-
systeml6ser mit optimaler Komplexitéit geschaffen
werden.
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