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Einleitung
Zur numerischen Simulation akustischer Problemstellungen wird
sehr häufig die Finite-Elemente-Methoden (FEM) [1] eingesetzt.
Gut anwendbar ist diese Methode insbesondere zur Simulation
niederfrequenter Raum- und Bauakustik, in der Vibroakustik und
der Fahrzeugakustik. Möchte man jedoch beispielsweise in der
Raumakustik einen höheren Frequenzbereich behandeln, stößt man
schnell an Grenzen hinsichtlich der Rechenzeit und Genauigkeit. Ein
bekanntes Verfahren zur Beschleunigung der Simulation ist das Ver-
fahren der modalen Extraktion und Synthese. Im vorliegenden Bei-
trag soll dieses Verfahren kurz vorgestellt und seine Anwendbarkeit
und Genauigkeit diskutiert werden.

Akustische Innenraum-FEM
Die Diskretisierung der Helmholtzgleichung für das akustische
Innenraumproblem mit komplexen Randbedingungen auf den
Wänden und Punktschallquellen an den Knoten ergibt das FE-
Gleichungssystem`

S + jωC− ω2M
´
p = jωq . (1)

Direktes Verfahren

Zur direkten Lösung von (1) lässt sichp nach

p = jω
`
S + jωC− ω2M

´−1
q (2)

bestimmen. Dies ist mit iterativen numerischen Gleichungssystem-
lösern für große, komplex symmetrische, dünnbesetzte lineare Glei-
chungssysteme (z.B.BiCG, GMRES, QMR) möglich. Hierbei stellt
sich jedoch als problematisch heraus, dass das große Gleichungs-
system für jede Frequenz mit großem Aufwand neu gelöst werden
muss.

Modales Verfahren

Eine schnellere Lösung des Gleichungssystems ist mit dem Verfah-
ren der modalen Extraktion und Synthese möglich. Hierzu bestimmt
man zunächst diem � n Eigenmodenϕi mit den kleinsten Eigen-
frequenzenωi des schallhart berandeten Systems`

S− ω2
i M

´
ϕi = 0 . (3)

Diese Lösungen von (3) bilden eine sogenanntemodale Basis
Φ = (ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn). In dieser Basis kann das Gleichungssystem
über dieProjektionenŜ, M̂, Ĉ und q̂ der Systemmatrizen und des
Quellenvektors dargestellt werden:

Ŝ = ΦT S Φ , M̂ = ΦT M Φ

Ĉ = ΦT C Φ , q̂ = ΦT q
(4)

Damit ergibt sich die Lösung des Systems in der modalen Beschrei-
bung zu

p̂ = jω
“
Ŝ + jωĈ− ω2M̂

”−1

q̂. (5)

Das System (5) ist ein kleines komplexes Gleichungssystem der Ma-
trixgrößem ×m und sehr schnell lösbar mit direkten Standardver-
fahren (z.B. ausLAPACK.) Die Lösung in natürlichen Koordinaten
ergibt sich schließlich durch Rückprojektion:

p = Φ p̂ (6)

Der wesentliche Vorteil des modalen Berechnungsverfahrens liegt
darin, dass nur einmal aufwendige Rechnung durchgeführt werden
muss, die Extraktion der Eigenmoden aus (3). Die Berechnung der
einzelnen Frequenzen, also die Lösung von (5), erfolgt danach sehr
schnell. Ein wichtiger Nachteil des Verfahrens ist die eingeschränkte
Genauigkeit durch die modale Näherungm � n.

Testmodell

Zur Untersuchung der Genauigkeit des modalen Lösungsverfahrens
wurde ein einfaches Testmodell aus der Raumakustik gewählt. In
einem Quaderförmigen Raum mit den Abmessungen7 × 5 × 3 m
wurde eine ideale Punktquelle in einer Ecke plaziert. An mehreren
Mikrofonpositionen im Raum wurde der Schalldruckverlauf im Fre-
quenzbereich von 10 bis 200 Hz berechnet. Hierbei wurden auf al-
len Wänden des Raumes reelle Wandimpedanzen vorgegeben, mit
den Absorptionsgradenα = {0, 0.1, 0.5, 0.9, 1}. Die genaue An-
ordnung ist in Abbildung 1 dargestellt.
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Abbildung 1: Raum mit Quelle und Mikrofonpositionen

Zum Vergleich der oben dargestellten direkten bzw. modalen
Berechnungsverfahren wurde die Simulation direkt bzw. mitm =
50, 100 oder 200 Moden durchgeführt. Es ist zu erwarten, dass
die modale Simulation oberhalb der höchsten berechneten Eigen-
frequenz keine sinnvollen Ergebnisse mehr erzielt. Die höchste Ei-
genfrequenz ergibt sich für 50 Moden zu 137.6 Hz, für 100 Moden
zu 181.7 Hz und für 200 Moden zu 239.2 Hz. Die oberste Eigenfre-
quenz des Modensystems steigt nur langsam mit der Anzahl der Ei-
genmoden, wodurch eine modale Simulation bei höheren Frequen-
zen bald sehr große Modensysteme benötigt.

Ergebnisse

Im folgenden sind einige Ergebnisse der Vergleichsrechnungen dar-
gestellt. Aufgetragen ist jeweils der Verlauf des auf die Punktschall-
quelle in 10 m Freifeld bezogenen Schalldrucks, also der Verstär-
kungsfaktorG nach ISO 3382, im Frequenzbereich von 10 Hz bis
200 Hz.
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Abbildung 2: Direkte Lösung, 4 Absorptionsgrade, Mikrofon R2
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Abbildung 2 stellt für das direkte Lösungsverfahren den Verlauf
vonG über die Frequenz an der Mikrofonposition 2 (nahe der Raum-
mitte) dar. Der Einfluss der verschiedenen Absorptionsgrade auf den
Schalldruckverlauf ist deutlich erkennbar.
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Abbildung 3:α = 0.1, Vergleich direkt zu modal, R1
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Abbildung 4:α = 0.1, Vergleich direkt zu modal, R3
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Abbildung 5:α = 0.9, Vergleich direkt zu modal, R3
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Abbildung 6:α = 1, Vergleich direkt zu modal, R3

In den Abbildungen 3 und 4 sind für die Mikrofonpositionen R1
und R3 bei schwacher Dämpfung (α = 0.1) der Verlauf des durch
direkte Rechnung ermittelten Schalldrucks und der modalen Ergeb-
nisse mit 50, 100 und 200 Eigenmoden dargestellt. Die sehr gute
Übereinstimmung der Simulationsergebnisse ist hier offenkundig,
und die Frequenzgrenzen der modalen Näherungslösungen liegen in
etwa bei den jeweils höchsten Eigenfrequenzen. An der Mikrofon-
position R1 zeigen sich insbesondere im niederfrequenten Bereich
leichte Abweichungen, die in der geringen Entfernung zur Schall-
quelle begründet sind.

Die Abbildungen 5 und 6 zeigen den selben Vergleich für hohe
Dämpfung (alle Wände mit den Absorptionsgradenα = 0.9 bzw.
α = 1 belegt) an der Mikrofonposition R3. Hier sind generell beim
Modensystem mit 50 Eigenmoden schon deutliche Abweichungen
zu erkennen, die bereits weit unterhalb dessen oberster Eigenfre-
quenz (137.6 Hz) auftreten. Im Fallα = 1 zeigt sich deises Verhal-
ten noch deutlich stärker, selbst beim Modensystem mit 200 Eigen-
moden sind deutliche Abweichungen im gesamten Frequenzbereich
erkennbar.

Diskussion und Ausblick
Die modale Näherung erweist sich als sehr genau für gering ge-
dämpfte Systeme. Für solche ist die Frequenzgrenze ungefähr be-
stimmt durch die oberste Eigenfrequenz des Modensystems. In der
Nähe der Quelle ist die modale Näherung allgemein schlechter als
im Raumschallfeld, dies ergibt sich durch das Verhalten der Punkt-
schallquelle.

Bei hoher Dämpfung sind deutlich mehr Eigenmoden zur Lö-
sung notwendig, die Genauigkeit der Lösung ist auch deutlich unter-
halb der obersten Eigenfrequenz nicht mehr zufriedenstellend. Das
Schallfeld im absorbierend berandeten Raumgebiet ist also durch
die Eigenmoden des schallhart berandeten Raumes nicht mehr genau
genug darstellbar. Anschaulich beschrieben, werden durch die große
Halbwertsbreite der Raumresonanzen deutlich mehr Moden zur Dar-
stellung des Schallfeldes benötigt. Die modale Näherung ist daher
nur bis zu einer gewissen Frequenzgrenze sinnvoll, die deutlich un-
terhalb der durch die Meshdichte vorgegebenen Frequenzgrenze („6
Knoten pro Wellenlänge“-Regel) liegen kann. Der Aufwand zur Be-
stimmung der Eigenmoden steigt mindestens linear mit der Anzahl
der Moden, die oberste Eigenfrequenz nimmt aber nur sublinear zu.
Gerade bei stark bedämpften Systemen besteht zusätzlich noch Un-
sicherheit bezüglich der Anzahl der benötigten Eigenmoden.

Abschließend läßt sich feststellen, dass zur Beschleunigung
raumakustischer Simulationen mit Finite-Elemente-Methoden ein
Ansatz durch modale Extraktion und Synthese mit Einschränkun-
gen sinnvoll sein kann. Vorsicht ist allerdings angebracht bei stark
bedämpften Räumen.

Für höherfrequente Simulationen bleibt als Alternative die di-
rekte Berechnung der Einzelfrequenzen, die durch moderne iterative
Verfahren wie etwa QMR, den Einsatz von Vorkonditionierern oder
adaptiven Multigrid-Verfahren deutlich beschleunigt werden kann.
Weiterhin besteht die Möglichkeit, die komplexen Eigenmoden des
absorbierend berandeten Raumgebietes zu berechnen - die dafür be-
nötigten numerischen Verfahren sind jedoch deutlich aufwendiger
und berechnungsintensiver als die Berechnung des reelen Modensy-
stems.

Zur Behandlung nichtlokaler Wandimpedazen oder bauakusti-
scher Fragestellungen bietet sich die Adaption des modalen Lö-
sungsverfahrens auf die Fluid-Struktur-Kopplung an [2].
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