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Einleitung

Zur Berechnungder Streuungvon Schall werden haufig numeri-
scheVerfahreneingesetztdie keine eingebautd~ehlerabschtzung
mitliefern. Es liegt nahe, solche Verfahren an analytischenVer
gleichsbsungerfir moglichstnichttriviale Testflle zu prifen. An-
ton Homm schlugals hinreichendinteressanteodell eine Hohl-
kugelmit dunnen,schallhartetwandervor, dereninnenraundurch
eine Offnung germalR Abb. 1 mit dem Aussenraungeloppeltist. In
diesemBeitragwird derLdsungswg fur solcheStreuproblemskiz-
zZiert.
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Abbildung 1: das ,Hommsche Augée¢' in der von Homm vor-
geschlagenerForm (links) und das hier behandelte Modell mit
hoherer Symmetrie (rechts)

Formulierung desProblems

Eine einlaufenéWelle p. wird genmaBAbb. 2 anderKugel mit dem
Radiusro unddemffungswinlel 25 gestreutDie Streuwellewird
mit p,, dasFeldim Innerender Kugel mit p; bezeichnetln Kugel-
koordinatenr, 1, ¢ lassersichdie Feldanteilein dertiblichenForm
(siehez. B.[1]) alsReihe

Pe = Zaljl(kr)Pl(cos(ﬁ)) Q)
ps = Y _bihu(kr) Pi(cos(d) @
pi = Y aji(kr) P(cos(¥)) €)

1
schreibenHierbeisind a;, b;, ¢; Entwicklungsloefizienten,j; (kr),
hi(kr) die spharischenBessel-und Hanlelfunktionen, P, die Le-
gendrepolynome; = w/c ist die Wellenzahl Die Rand-und Stetig-
keitsbedingungebei r = ro werdenmit der Funktion

0 ander Wand
0(9) = . ..
() { 1 in derOffnung
formuliert. Der Druckin der Offnungmussstetigsein,es giltalso

(4)
Die Normalkomponenteiderinnen-undAussenschnellsindaufder
gesamte®berfichegleich,in derOffnungwegender Stetigleit des
Feldes,anderWand,weil beideverschwindenDieseBedingungen
werdendurchdie Gleichungen

[1—0]p;=0

e[pe +ps] = epz

(5), (6)
ausgedickt. AusdenGleichunger{4-6)lassersichBeziehungefir
die gesuchterb; und ¢; herleiten,dasVerfahrendazuwird im fol-

Pe+ps—pi=0
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gendenam Beispielder Gleichung(5) erlautert. Zunachstwird die
Entwicklungf = > 0., P (cos(v)) eingesetzt:

=60 pi=>_cjiPi=_ cxjiOm Py P

l k,m

(7)

Entwickeln der Produkte P, P,, nachLegendrepolynomeigenali
Py P, =), Yknu P, fUhrtdann auf

[1—06] p; = Z {Cl g — Z%mz Om Ck ]L} Pi(cos(¥)) =0

1 k,m
(8)
Gleichung(8) ist nur dannfur alle ¢ erflllt, wenndie geschweifte
Klammerfir jeded einzelnverschwindet:

a jz’*Z%ml Om ¢k j =0

k,m

1=0- 00

9)

Pe Ps

Abbildung 2: Streuung an der Kugel, einlaufende Welle pe, ge-
streute Welle ps und Feld im Inneren der Kugel p;

Darstellung der speziellen Funktionen
Fur 0,,, emibt sichausder Orthogonalét der Lgendrepolynome
180
Om = (m + %) sin ¥ d¥ P (cos(9)),
180—4

mit derin [2] anggebenemBeziehung
(2n +1) Py(u) = Py (u) — Pho_i(u)

folgt hierauseine Rekursionsgleichundzbentlls wegender Ortho-
gonalitat der Legendrepolynoméafitsich die Berechnungler v, x:
auf dieBestimmungvon

Wkl = /du P (u) Pr(u) P(u),

zuruckfuhren.In [3] findetsich dafir dieRekursion

w(m, k,l) = 2 w(m,k+1,1—1),

B

a = (m—k+l-1)(m+k—142) B = (m—k+I)(m+k—I+1).

Bei der AnwendungdieserRekursionist zu beachtenda3a und 8
verschwinderkonnen.SolcheFalle werdenvermiedenwenn man
mit Hilfe der Rekursiondie kleinstender Zahlenm, k, [ verkleinert
undden javeils mittlerenerhdht bis derkleinstelndex Null erreicht.

Abschatzung desAbbruchfehlers der Reihe fir pe

Die AbschatzungdesAbbruchfehlerderuhtaufderUberleyung,dal
ein Abbruch der Reihe (1) bei einem gewissenl,,.. eine exakte
Losungfir die abgebrochenReiheliefert. Der Fehlerin derLdsung



resultiertdeshalbausschliesslictausder urvollstandigenApproxi-
mation der einlaufenderiWelle im Bereichdes Streuers Fir 1 ,,qx
wird in derLiteraturdie Abschatzung

k ro K V lmaz (lmaz + 1)

anggeben Abb. 3 beleggt exemplarischdie Gliltigkeit dieserBezie-
hung.

() LEtH] e i

Abbildung 3: Approximation der ebenenWelle (dargestelltist der
Realteil) mit &k = 6 flr lyae = 6, 8, 12. Mit steigendemlaz
vergoRert sich der Bereich, in dem die einlaufendeWelle gut ap-
proximiert wird. Zum Vergleichist eine Kugel mit » = 1 einge-
zeichnet.

Losungen fir einfache Falle

Zum Testwurde zurachstdie Streuungan der hartenKugel berech-
net. In diesemFall verschwindetdie Normalschnellean der Ober
flache manerhalt sofortdie Gleichungen
Ji(kro)
hi(kro)
Die hier eingesetzteilgorithmenreproduzieremlie in [1] tabellier
ten Werte.Zum Testder Beziehungeriir +,,x; wurdeander Ober
flachederKugeleineRandbedingungerForm

pe(9) + ps(9) = Z(V) [pe(d) + pL(9)]

angesetzidie Kugelalsomit einerwinkelablangigenimpedanzbe-
legt. Mit derEntwicklung

Z(9) = Zm Pi(cos(d))

—

pe+ps =0 by =

flhrtdasoben beschriebengrfahrenauf dasGleichungssystem

ar ji+ b hy = Z Ykl Lm [ak Jr A+ b h;c:l

mk

Die Abbildungem zeigteineBeispielbsungdieserGleichung.

(10)

Behandlung desHommschen Aiges

Argerlicherweiseeigtsich, daRdasgesamtesichausdenGleichun-
gen(4-6) egebendesleichungssysterkeineLdsunghat. Die Ursa-
che liggt in der Modengleichun§ir deninnenraun(9),

Imaz lmaz
L=01pi=0 — cji—Y_ Y YmkiOmckji=0
k=0 m=0
die bei einemAbbruchbei eineml,, ., keinevon Null verschiede-
nenLosungerhat. Ersetztmanin (9) ¢;j, durchz; erhélt maneine
nurvom Offnungswinlel §, nichtabervon k oderr, abhangigeGlei-
chung

lmaz lmazx
Xy — Z Z*ymklamxk:().

k=0 m=0
Der Sprungder Eigenwertevon (12) in Abb. 5 legt die Vermutung
nahedaRdie Eigenbsungerfir n > 23 die gesuchtengedochdurch
denAbbruchdesGleichungssystengestrtenLdsungerzumEigen-
wert0 sind.DieseVermutungwird durchdie zugeldrigenEigervek-
torenin Abb. 5 unterstitzt. Eine Erhdhungvon [, fuhrt nicht zu

(12)
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einerLdsung,diesist vermutlich auf die den Gibbsschen, Ohreri

entsprechenden Uberschwingler Entwicklungvon ¢ in Legendre-
polynomezuriickzufihren.Wie in Abb. 5 untendamgestellt,werden
die Uberschwingebei einer Erhbhungvon i,,.. zwar schmalerdie
Amplitude desUberschwingensleibt jedochnaherungsweiskon-

stant.
12

Z(theta)= 0.5*(1-cos(theta)) [N

1 Re(p/p’) =—

08 IM(p/p’)  s—
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Abbildung 4: Beispiel fur eine Kugel mit winkelabhangiger Im-
pedanz gemal3 Gl. (10), kro = 5, lyae = 10. Links ein
Vergleich der Randbedingung Z (%) mit dem errechnetenp/p’
der Losung Bei kleinen Winkeln treten Rundungsfehler bei der
Bestimmung von p/p’ auf, da beide GroRengegenNull gehen.
Rechts der Betrag des Gesamtfeldes|pe + ps|, an der Ober-
flache \erschwindet das feld fir 9 — 0.
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Abbildung 5: Links die Eigenwerte der Gleichung (12) flr § =
45° und lymae = 30, rechtsdie Eigervektoren fur n > 23.
Unten die Entwicklung der Sprungfunktion nach Legendrepoly-
nomen fur § = 45° fur verschiedend az -

Zusammenfassungind Ausblick

Eswurdeein Gleichungssysterfiir dasHommscheAugeaufgestellt,
die dazunotwendigerspeziellenFunktionwurdenauf Rekursions-
gleichungerrurickgetfihrt. Es zeigtesich, daflzumindeskeineend-
lichesTeilsystemdieserGleichungerkeine Ldsungerhat. DasVer
haltender Eigenwerteund Eigervektorendeutetdaraufhin, daRdie
SchwierigleitenbeiderLdsungmit demAbbruchdesGleichungssy-
stemszusammeningen Essoll deshalbversuchiverden eineBasis
fur die Losungim InnenraundurcheineFehlerminimierungserfah-
ren—wie etwa beiderQuellsimulationsmethodezu sucherundan
dieseBasiseineLdsungim Aussenraunanzuschliessen.
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