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Einleitung

Die numerische Simulation akustischer Problemstellungen,
seien es Luft- oder Korperschallprobleme, erfordert eine ge-
eignete Diskretisierung der Geometrie. In herkommlichen
Verfahren wird die Geometrie z.B. mit Tetraedern oder He-
xaedern angenihert. Diese Verfahren liefern fiir gekriimm-
te Oberflachen natiirlich nur eine begrenzte Genauigkeit der
Geometrieapproximation, die nur durch eine meist uner-
wiinschte Steigerung der Elementanzahl verbessert werden
kann. Eine Alternative zur besseren Approximation der Geo-
metrie ohne Steigerung der Element- und Knotenanzahl bie-
ten die sogenannten isoparametrischen Finiten Elemente. Sie
sind in der Lage, auch gekriimmte Oberflichen mit relativ we-
nigen Elementen darzustellen.

Definition der isoparametrischen Elemente

Die Methode der Finiten Elemente basiert auf dem Grund-
prinzip, den unbekannten rdaumlichen Verlauf der gesuchten
Losung durch lokale Ansatzfunktionen, beispielsweise Poly-
nome, zu approximieren. Hierbei wird der Funktionsverlauf
innerhalb eines Elementes durch endlich viele Stiitzwerte an
ausgezeichneten Punkten, den Knoten, beschrieben. Die An-
zahl dieser Stiitzwerte innerhalb eines Elementes bestimmt
dabei die erzielbare Genauigkeit ebenso wie die Anzahl der
Elemente.

Allgemein kann der Verlauf einer gesuchten Groe f inner-
halb eines Elementes als gewichtete Summe von Knotenwer-
ten f; nach f =", o;(&,n, ¢) f; approximiert werden.

Die Wahl verschiedener Elementtypen und -ordnungen
schlégt sich letztlich in den unterschiedlichen Ansatzfunktio-
nen «; nieder. Die Ansatzfunktionen sind in den sogenannten
lokalen Koordinaten (£,n,() eines Elementes definiert. Bei
der isoparametrischen Methode [1] wird nun auch die Form
der Elementgeometrie durch die Ansatzfunktionen approxi-
miert. Die Lage jedes Punktes x im Element wird dabei wie
folgt beschrieben:

xTr = Zai(£a7]7<)xi (1)

In den im folgenden vorgestellten Verfahren werden isopara-
metrische Tetraederelemente 2. Ordnung verwendet. Sie sind
durch 10 Knoten definiert: 4 Eckknoten sowie 6 Knoten auf
den Kanten. Mit diesen Elementen lassen sich beliebige Volu-
men mit gekriimmten Oberfldchen 2. Ordnung exakt darstel-
len.

Abbildung 1: Isoparametrisches 10-Knoten-Tetraederelement
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Isoparametrische akustische Innenraum-FEM

Die Variationsformulierung homogener akustische Innen-
raumprobleme (hier vereinfacht fiir schallharte Winde) lautet:
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Stellt man p nun durch Knotenwerte p; dar:

b= Z%‘pi
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und stellt die Integrale als Systemmatrizen dar, so erhélt man:
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Die Berechnung der Matrizen S und M r unterscheidet sich
bei isoparametrischen Elementen nur leicht von der herkomm-
lichen Elementberechnung.

Wie iiblich, wird die Matrix M r durch Auswerten von
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und die Matrix S g nach
SF,ij = Vai . Vaj dS) (6)
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Die Integrationsregion €. ist hier das Element im gekriimm-
ten geometrischen Raum (z, y, z). Die Integration iiber diese
gekriimmte Region ist natiirlich mathematisch schwierig. Da-
her wird die Integration in den lokalen Elementkoordinaten
(&,m, ) formuliert.

Ein Integrationsvolumen dz dy dz transformiert sich hierbei
zu

dx dy dz = det(J)d¢ dn d¢ @)
mit der Jacobi-Matrix J:
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Mit den Integrationsgrenzen fiir den Tetraeder in den lokalen
Koordinaten ergibt sich fiir Mp:
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Ahnlich kann die akustische Steifigkeitsmatrix Sy bestimmt
werden. Es gilt:
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det Jd¢ dnde  (10)

Bei isoparametrischen Elementen ist det(J) im das Element-
volumen nicht konstant. Daher muss zur Auswertung der In-
tegrale in (9) und (10) auf numerische Integration zuriickge-
griffen werden, sie lassen sich damit darstellen als

1
MF,ij = Zwm?ai(&vﬁnww Cm)
m

aj (5m7 Nim» Cm) det(‘](gmv Nim, Cm)) (11)
und analog (Einsetzen von &, N, G, mit w,,, gewichtete
Summation) fiir Sg.

Die Gewichte w,, und die zugehorigen Integrationspunkte
(&ms Mim., G ) miissen natiirlich passend fiir Tetraederelemen-
te gewihlt werden. Fiir die hier untersuchte Implementierung
wurde eine Kubaturformel nach [3] mit 14 Integrationspunk-
ten pro Element gewihlt, die Funktionsverldufe bis zur 3. Ord-
nung exakt integriert. Diese Wahl liegt auf der sicheren Seite,
zur Reduzierung der Rechenzeit beim Aufstellen der System-
matrizen konnten auch Integrationsregeln mit weniger Punk-
ten gewihlt werden.

Vergleich

Zum Testen der isoparametrischen Elementformulierung wur-
de ein einfaches, analytisch vollstindig 16sbares Musterpro-
blem gewihlt: Die Bestimmung der Eigenfrequenzen eines
schallhart berandeten Zylinders mit 1 m Durchmesser und
1 m Linge.

Der Zylinder wurde in zwei Genauigkeitsstufen (89 Knoten,
32 Elemente bzw. 3108 Knoten, 1815 Elemente) und jeweils
mit isoparametrischen Elementen und geradlinig berandeten
Elementen zweiter Ordnung vernetzt. Die grobe Vernetzung
im Vergleich zwischen geradliniger und krummliniger Beran-
dung ist in Abbildung 2 dargestellt.

Abbildung 2: Zylinder, gerade Elementkanten (links) und isopara-
metrische Elemente (rechts)

Fiir diese Varianten wurden jeweils die ersten 20 Eigenmo-
den berechnet. Die ersten 5 Eigenfrequenzen dieser Analysen
sind in Tabelle 1 dargestellt. In der linken Spalte ist als Ver-
gleich die analytisch (nach [2]) berechnete, exakte Eigenfre-
quenz aufgefiihrt.
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exakt N, grob Iso, grob N, fein Iso, fein
1 171.85 171.64 172.30 171.86  171.85
2 20143 21503 202.81 202.07 201.38
3 20143 22122 20541 20275 201.44
4 264.78 27648  266.52 26531 264.79
5 264.78 27731 267.33 265.77 264.81

Tabelle 1: Eigenfrequenzen im Vergleich

Die folgende Graphik zeigt die Lage aller 20 Eigenfrequenzen
im Vergleich:
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Abbildung 3: Vergleich der 20 niedrigsten Eigenfrequenzen
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Ergebnisse

Es wird deutlich, dass die isoparametrische Elementformu-
lierung gerade bei sehr grober Vernetzung deutlich genauere
Eigenfrequenzen liefert als die Vernetzung mit geraden Ele-
mentkanten. Diese Verbesserung lédsst sich leicht durch die
deutlich besser angenédherte Form der Geometrie erkléren.

Die Nutzung isoparametrischer Elemente hat bei gleicher
Knotenanzahl keinen Einfluss auf die Rechenzeit. Lediglich
der einmalige Aufwand des Zusammensetzens der Systemma-
trizen ist durch die notwendige numerische Integration erhoht.
Jedoch ist selbst bei der hier genutzten sehr genauen nume-
rischen Integration mit 14 Integrationspunkten pro Tetraeder
dieser Aufwand klein gegeniiber der Zeit zur Losung des Glei-
chungssystems bei einer Frequenz.

Ausblick

Die isoparametrische Methode erlaubt die Definition ver-
schiedenster Elementgeometrien wie etwa auch Hexaeder
oder Pyramidenelemente. Im Hinblick auf eine effiziente und
flexible Vernetzung sollten diese und weitere Elementgeo-
metrien implementiert werden. Weiterhin ist der isoparame-
trische Ansatz selbstverstindlich auch zur Berechnung von
Strukturschwingungen und der Kopplung zwischen Fluid-
und Strukturelementen nutzbar. Eine erste Implementierung
isoparametrischer Strukturelemente zeigte vergleichbare Ge-
nauigkeitsgewinne.
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