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Einleitung
Für die Simulation raumakustischer Fragestellungen spezi-
ell im niederfrequenten Bereich, wo energiebasierte Metho-
den keine zufriedenstellenden Resultate mehr erreichen, bietet
sich eine numerische Simulation mit FEM an. Ziel einer raum-
akustischen Simulation ist meist die Bestimmung der Impul-
santwort, respektive Raumübertragungsfunktion, zu bestimm-
ten Zuhörerpositionen.

Ein Hauptproblem der raumakustischen Analyse ist die Be-
rechnung der Übertragungsfunktion mit hinreichend feiner
Frequenzauflösung. Dies ist nötig sowohl für die Berechnung
typischer raumakustischer Kennwerte, als auch insbesonde-
re für eine Auralisation der Ergebnisse. Modale Ansätze sind
hierbei zwar weiterführend, bei höheren Frequenzen jedoch
schnell nicht mehr zufriedenstellend[1].

Padé-Lanczos Approximation
Das Padé-Lanczos-Verfahren erlaubt es, in einem bestimm-
ten Frequenzbereich um eine Mittenfrequenz herum eine
sehr schnelle Approximation der Übertragungsfunktion zu be-
stimmten Positionen zu berechnen. Es basiert auf der Berech-
nung von Transferfunktionen zu einer begrenzten Menge von
Feldpunkten, und beschleunigt die Lösung durch eine Reihen-
entwicklung um eine Mittenfrequenz.

Es wurde 1994 zunächst für die lineare elektrische Schal-
tungsanalyse eingeführt [2]. Im Jahre 2000 folgten erste An-
wendungen in der Akustik [3].

Die hier vorgestellte Padé-Lanczos-Methode basiert auf einer
Übertragungsfunktionsdarstellung der FEM für akustische In-
nenraumprobleme. Ausgehend von der allgemeinen Lösung
wird eine Übertragungsfunktion zu einem speziellen Kno-
ten/Freiheitsgrad beschrieben durch die Multiplikation mit ei-
nem Auswahlvektor l = em = [0, 0, · · · , 1, · · · , 0]T :

H(ω) = lT p = lT
(
S + jωC− ω2M

)−1
b (1)

Der Hauptgedanke hinter dem Padé-Lanczos-Ansatz ist es,
eine gute Annäherung dieser Übertragungsfunktion in einem
hinreichend breiten Frequenzbereich um eine Mittenfrequenz
ωref herum zu erreichen.

Führt man diese in das FEM-Gleichungssystem ein, so erhält
man mit dem Shift-Parameter σ = ω2 − ω2

ref

S + jωrefC− ω2
refM︸ ︷︷ ︸

X0

−σM (2)

Diese Näherung ist zunächst exakt wenn C = 0 ist (keine
Dämpfung), sonst hängt die Genauigkeit von C und σ ab.

X0 stellt also die Systemmatrix des Originalsystems an der
Mittenfrequenz ωref dar. Eine Näherungslösung p̃ des Systems
bei einem gegebenen Shift σ kann also durch die Lösung von

p̃ = (X0 − σM)−1 b (3)

bestimmt werden.

Im nächsten Schritt kann nun die Übertragungsfunktion in ei-
ner Form geschrieben werden, die eine Reihenentwicklung
zulässt:

H(ω) = lT p ≈ lT (X0 − σM)−1b

= lT
(
I− σ X−1

0 M︸ ︷︷ ︸
X

)−1
X−1

0 b︸ ︷︷ ︸
r

(4)

Der Ausdruck (I− σX)−1 kann nun in einer Taylor-Reihe
um σ = 0 entwickelt werden. Damit ergibt sich die Reihen-
entwicklung für die Übertragungsfunktion

H = lT
(
I + σX + σ2X2 + σ3X3 + · · ·

)
r =

∞∑
k=0

mkσk

(5)
mit mk = lT Xkr.

Eine einfache Möglichkeit zur Bestimmung von H ist die di-
rekte Auswertung dieser Summe bis zu einer bestimmten Ord-
nung (AWE, [4]). Wegen numerischer Instabilität eignet sich
diese Methode jedoch nicht zu Auswertung bei höheren Ord-
nungen.

Stattdessen ist es möglich [2], die instabile Matrixpotenzreihe
durch einem Lanczos-Prozess der Länge q zu ersetzen, um
eine tridiagonale Approximation Tq von X zu bestimmen.

Dies führt dann zur Padé-Lanczos-Approximation von H:

Hq = lT r · eT
1 (I− σTq)

−1 e1 (6)

Tq ist hierbei die tridiagonale Matrix der Dimension q×q aus
dem unsymmetrischen Lanczos-Prozess.

Diese Padé-Lanczos-Methode wurde für das akustische In-
nenraumproblem zur Erweiterung des ITA-eigenen FEM-
Solvers SoundSolve implementiert.

In dieser Implementierung wird ein ILU(0)-vorkonditionierter
QMR-Algorithmus aus QMRPACK[5] genutzt, um die inne-
ren Lösungen der einzelnen Iterationsschritte zu berechnen.

Beispielproblem
Zur Evaluierung der Methode wurde ein Quaderraum
von 7×5×3 m Größe mit 4200 Tetraederelementen
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2. Ordnung genutzt. Dies ergibt sich ein Netz mit 7077
komplexen Schalldruckfreiheitsgraden an den Knoten.

Abbildung 1: Netzgeometrie mit Übertragungsweg

Hierbei wurden zwei verschiedene Werte für die Wandabsorp-
tion (schallhart bzw. 10%) sowie zwei verschiedene Iterati-
onslängen (20 bzw. 100 Schritte) untersucht. Die Approxi-
mation wurde um jeweils 3 Mittenfrequenzen (40 Hz, 80 Hz
und 140 Hz) durchgeführt. Die folgenden Abbildungen zeigen
den relativen Fehler der Übertragungsfunktion, bezogen auf
eine direkte Lösung bei jeder Einzelfrequenz mit dem QMR-
Algorithmus.
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Abbildung 2: Schallhart, 20/100 Lanczos-Schritte
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Abbildung 3: α = 0.1, 20/100 Lanczos-Schritte

Wie deutlich wird, ist die Genauigkeit für den Fall absorbie-
render Wände nur in einem schmalen Frequenzbereich um
die Mittenfrequenz hoch, unabhängig von der Iterationszahl.
Dies macht deutlich, dass hier der Fehler durch die Vernach-
lässigung der Frequenzabhängigkeit von jωC gegenüber dem
Lanczos-Approximationsfehler dominiert.

Zustandsraumdarstellung
Um auch den Fall mit Dämpfung richtig zu behandeln, kann
das Originalsystem zunächst in eine Zustandsraumdarstellung
umgewandelt werden [6]:[(

S 0
0 M

)
︸ ︷︷ ︸

A

−ω

(
−jC M
M 0

)
︸ ︷︷ ︸

B

] (
x
ωx

)
=

(
b
0

)
(7)

Damit ist es nur noch abhängig vom einem linearen Parameter
ω. Davon ausgehend entwickelt kann nun die Padé-Lanczos-
Approximation aus einer (diesmal exakten) Form mit einem
Shift-Parameter σ entwickelt werden:

A− ωB = A− ωrefB− σB

mit σ = ω − ωref, X0 := A− ωrefB
(8)

Daraus ergibt sich für die Übertragungsfunktion die Darstel-
lung

H(ω) = lT (X0 − ωB)−1 b̃

= lT
(
I− σX−1

0 B
)−1

X−1
0 b̃

(9)

Die weiteren Schritte sind dann ganz analog zur Entwicklung
für den ungedämpften Fall.

Diskussion, Ergebnisse
Die Padé-Lanczos-Methode ermöglicht es, raumakustische
Übertragungsfunktionen in einem Frequenzbereich um eine
Mittenfrequenz herum zu bestimmen. Hierzu ist eine wieder-
holte Lösung des Systems an der Mittenfrequenz als Kern ei-
ner Lanczos-Iteration notwendig. Der zunächst verfolgte An-
satz einer direkten Implementierung liefert bereits gute Er-
gebnisse, jedoch ist die Genauigkeit bei gedämpften Proble-
men beschränkt. Bei ungedämpften Problemen kann durch ei-
ne Vergrößerung der Anzahl der Lanczos-Iterationen der nutz-
bare Frequenzbereich vergrößert werden.

Eine Zustandsraumformulierung des raumakustischen FEM-
Systems kann genutzt werden, um auch gedämpfte Probleme
besser zu approximieren.

Ausblick
Zur Berechnung der einzelnen Iterationsschritte (Lösung des
Basissystems an der Referenzfrequenz) sollten nun speziell
angepasste Methoden genutzt werden, wie z.B. Multigrid-
Verfahren oder spezielle Vorkonditionierer.

Weiterhin ist geplant, eine Abschätzung der notwendigen Ite-
rationsschritte zu implementieren.
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