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Einleitung

Dieser Beitrag konzentriert sich auf die Entwicklung
von effizienten numerischen Verfahren für die Simula-
tion von Schallentstehungs- und Ausbreitungsproblem-
stellungen aus der klassischen Vibroakustik (z.B. elek-
trodynamischer Lautsprecher, Lastgeräusche bei Trans-
formatoren, etc.) bis hin zur Aeroakustik (strömungs-
induzierter Lärm). Da für viele Problemstellungen die
Diskretisierungsanforderungen im Bereich der Schall-
bzw. Lärmerzeugung (Strukturmechanik) wesentlich un-
terschiedlicher sind als im Gebiet der Schallausbrei-
tung (Akustik), bieten sich nichtkonforme Diskretisie-
rungstechniken, basierend auf einer geometrischen Zer-
legung des Simulationsgebietes, an. Diese Verfahren
sind herkömmlichen konformen Methoden an Flexibilität
überlegen, da sie für die einzelnen Teilgebiete eine ent-
sprechend der partiellen Differentialgleichung optimale
Diskretisierung erlauben.
In einem ersten Teil wird auf den Diskretisierungsfeh-
ler bei der Anwendung der Finiten-Elemente-Methode
(FEM) insbesondere als Funktion der Wellenzahl ein-
gegangen. Der zweite Teil konzentriert sich dann auf
die nichtkonforme FEM und der Problematik von nicht-
reflektierenden Randbedingungen für die Akustik. Ab-
schließend wird anhand von praktischen Anwendungsbei-
spielen die Effizienz der entwickelten Verfahren demon-
striert.

Diskretisierungsfehler

Es ist ein bekanntes Phänomen, dass bei der Anwen-
dung von klassischen Galerkin-FEM die Genauigkeit der
Lösung mit zunehmender Wellenzahl k = ω/c = 2πf/c
(f und c bezeichnen die Frequenz sowie Schallgeschwin-
digkeit) wesentlich schlechter wird. Der Haupteffekt da-
bei ist die numerische Dispersion, die sich in einer nu-
merischen Wellenzahl kh äußert, welche verschieden von
der kontinuierlichen Wellenzahl k ist. Damit breiten sich
die Wellen mit einer falschen Schallgeschwindigkeit aus
und zeigen zur analytischen Lösung eine entsprechende
Phasenverschiebungen. Dabei kann der Fehler wie folgt
als Funktion von der Wellenzahl k und dem Diskretrisie-
rungsparameter h angegeben werden [6]

eh ≤ C1θ + C2k θ2 mit θ = kh (1)
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|p− ph|1
|p|1

mit |u|1 =

√∫ (
∂u

∂x

)2

dx . (2)

In (1) - (2) sind C1 und C2 Konstanten und unabhängig
von θ. Der erste Term in (1) beschreibt den Approxima-
tionsfehler, welcher durch konstant halten von θ = kh
kontrolliert werden kann. Den zweiten Term in (1) be-
zeichnet man als Pollution-Fehler, welcher mit k ansteigt
und somit für große Wellenzahlen zu Problemen führt.
Allgemeine Formeln sowohl für den Bereich kh << 1 als
auch für kh >> 1 als Funktion von k, h und der Appro-
ximationsordnung p der finiten Elemente findet man in
[1].

Nichtkonforme finite Elemente
Die in dieser Arbeit betrachtete nichtkonforme Diskreti-
sierungstechnik beruht auf der Mortar-Finite-Elemente-
Methode [3, 10]. Die Idee dieses Verfahrens soll an-
hand einer Akustik-Akustik-Kopplung bestehend aus
zwei Teilgebieten mit unterschiedlicher Diskretisierung
dargestellt werden.
In den beiden Teilgebieten Ω1 und Ω2 mit dem Interface
ΓI gilt es die akustische Wellengleichung in einer Druck-
formulierung mit entsprechenden Rand- und Anfangsbe-
dingungen zu lösen: p′ : Ωi × (0, T ) → IR,

1
c2

p̈′
i −∆ p′ = fi, in Ωi × (0, T ), i = 1, 2 . (3)

In einem strengen Sinne ist nun sowohl eine Kontinuität
des Druckes als auch des Flusses (Normalableitung des
Druckes) entlang des Interfaces zu fordern

p′
1 = p′

2 und
∂p′

1

∂n
=

∂p′
2

∂n
auf Γ I.

Im Framework der Mortar FEM fordert man nun durch
Einführung eines Lagrange-Multiplizierers die Konti-
nuität des Flusses im strengen Sinne

λ = −∂p′
1

∂n
= −∂p′

2

∂n
, (4)

jedoch wird die Kontinuität des Druckes nur in einem
schwachen Sinne verstanden∫

Γ I

(p′
1 − p′

2)µ dΓ = 0, (5)

wobei µ eine geeignete Testfunktion aus dem Funktionen-
raum des Lagrange-Multiplizierers darstellt. Das Einset-
zen dieser beiden Zusammenhänge führt zu einer sym-
metrischen Sattelpunktformulierung

2∑
i=1

(∫
Ωi

1
c2
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i dΩ +
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)
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+
∫

Γ I

(w1 − w2)λ dΓ = 0 (6)∫
Γ I

(p′
1 − p′

2)µdΓ = 0 .(7)

Man erhält somit nun ein primales-duales Problem, de-
ren Kopplung mit Lagrange-Multiplizierern erfolgt.
In einer ähnlichen Weise erfolgt die Anwendung der
Mortar-FEM auf Strukturmechanik-Akustik gekoppelte
Problemstellungen [5].

Randbedingungen

Zur korrekten Behandlung des Gebietsrands ist es bei
der Ausbreitung akustischer Wellen nicht ausreichend,
herkömmliche Randbedingungen zu verwenden. Die phy-
sikalisch korrekte totale Absorption an künstlichen
Rändern führt auf ein globales kontinuierliches Problem
auf dem Rand, das es geeignet zu approximieren gilt. Die
verschiedenen Möglichkeiten für diese Näherung reichen
von lokalen Bedingungen beliebiger Ordnung [9], über
die Verwendung infiniter Elemente bis hin zur Behand-
lung mittels Randelementen [4].
In dieser Arbeit wurde die in [2] erstmals eingeführte Me-
thode der Perfectly Matched Layers (PML) für die aku-
stische Wellengleichung adaptiert.

Anwendungsbeispiele

Das erste Anwendungsbeispiel behandelt die Berechnung
des akustischen Feldes, welches im Aktorbetrieb eines ka-
pazitiven, mikromechanischen Ultraschall-Arrays erzeugt
wird [8]. In Abb. 1 erkennt man deutlich die nichtkonfor-
me Diskretisierung, welche sowohl für die Aktoren als
auch das umgebende akustische Fluid eine jeweils op-
timal angepasste Gitterfeinheit erlaubt. Das akustische

Abbildung 1: CMUT: Diskretisierung und akustische Wel-
lenausbreitung

Feld in Form von Isoflächen des Drucks wird auch in Abb.
1 dargestellt und zeigt, wie sich die einzelnen von den
kapazitiven Aktoren erzeugten akustischen Wellen kon-
struktiv überlagern.
In einem zweiten Anwendungsbeispiel geht es um die nu-
merische Berechnung des strömungsinduzierten Lärms,
welcher aufgrund der Umströmung eines viereckigen Zy-
linderstumpfes entsteht (siehe Abb. 2). Das akustische
Feld wurde mit Hilfe der Lighthill-Formulierung im Fre-
quenzbereich berechnet [7]. Abbildung 2 zeigt das akusti-
sche Feld in Form von Isoflächen des akustischen Drucks
dar. Man kann deutlich den Dipolcharakter der akusti-
schen Abstrahlung erkennen.

Abbildung 2: Geschwindigkeitsfeld der Strömung (berech-
net mit einer Large-Eddy-Simulation) und akustisches Schall-
feld um den Zylinder
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