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Einleitung
Im Zuge von modernen Geräteentwicklungen gilt es,
deren Geräuschemission zu analysieren und zu redu-
zieren. Dies ist beispielsweise für Kraftfahrzeuge und
Flugzeuge, aber auch Klimageräte und Leistungstrans-
formatoren von entscheidender Bedeutung für deren
späteren Markterfolg. Zur praxisgerechten Vorhersage
der Geräteakustik ist es notwendig, neben der Berech-
nung des Schalldruckpegels vor allem die physikalischen
Größen Schallintensität sowie Schallleistung möglichst
genau zu bestimmen.
Im ersten Teil dieses Beitrages wird zunächst der Dis-
kretisierungsfehler bei der Finiten-Elemente-Methode
(FEM), insbesondere als Funktion der Wellenzahl, be-
sprochen. Da bei der Berechnung der Schallintensität so-
wie der Schallleistung nicht nur die berechnete Größe
(akustischer Druck oder akustisches Skalarpotential) son-
dern auch deren Ortsableitung benötigt wird, muss
auch der numerische Fehler der Ableitung zusätzlich
berücksichtigt werden. Da im allgemeinen die Ord-
nung der Genauigkeit sich durch die Ableitung um ei-
ne Größenordnung reduziert, bietet sich für die ge-
naue Berechnung der erwähnten Größen eine hierarchi-
sche Finite-Elemente-Methode an. Diese hierarchischen
finiten Elemente werden anschließend vorgestellt und
deren numerische Effizienz besprochen. Anhand eines
praktischen Beispiels wird die erzielte Genauigkeit mit
Standard-Finiten-Elementen verglichen.

Diskretisierungsfehler
Es ist ein bekanntes Phänomen, dass bei der Anwen-
dung von klassischen Galerkin-FEM die Genauigkeit der
Lösung mit zunehmender Wellenzahl k = ω/c = 2πf/c
(f und c bezeichnen die Frequenz sowie Schallgeschwin-
digkeit) wesentlich schlechter wird. Der Haupteffekt da-
bei ist die numerische Dispersion, die sich in einer nume-
rischen Wellenzahl kh äußert, welche verschieden von der
kontinuierlichen Wellenzahl k ist. Dabei kann der Feh-
ler wie folgt als Funktion von der Wellenzahl k und dem
Diskretrisierungsparameter h angegeben werden [2]

eh ≤ C1 kh + C2 k3h2 (1)

In (1) sind C1 und C2 Konstanten und unabhängig von
k sowie h. Der erste Term in (1) beschreibt den Approxi-
mationsfehler, welcher durch konstant halten von kh kon-
trolliert werden kann. Den zweiten Term in (1) bezeich-
net man als Pollution-Fehler, welcher mit k ansteigt und
somit für große Wellenzahlen zu Problemen führt. Nur
durch enorm feine Rechengitter, also einer starken Re-

duktion der Gitterweite h, kann der Fehler klein gehalten
werden. Wesentlich effizienter ist für derartige Probleme
jedoch die Erhöhung der Ordnung der Basisfunktionen,
also die Verwendung von pFEM. Wie in [1] gezeigt wird,
ist die folgende Ungleichung, welche die Ordnung p der
Baisfunktionen, die Gitterweite h und die Wellenzahl k
in Relation setzt, einzuhalten, um den Dispersionsfehler
effektiv zu verringern

p +
1
2

>
kh

2
+ C(kh)1/3 . (2)

Hierarchische Finite-Elemente-Methode
Im Rahmen der FE-Methode wird eine Funktion u
auf dem diskretisierten Gebiet mit Hilfe der (elemen-
tabhängigen) Basisfunktionen Ni interpoliert

u(ξ) ≈ uh(ξ) =
neq∑
i=q

uiNi , (3)

wobei uh(ξ) die interpolierte Funktion ist und ui die zu-
gehörigen Koeffizienten. Im Falle der klassischen knoten-
basierten Elemente (Lagrange-Elemente) entsprechen die
Koeffizienten ui dem Wert der Funktion in den Knoten
des Elementes. Dabei werden für jede Ansatzordnung un-
terschiedliche Basisfunktionen verwendet (siehe Abb. 1,
links).
Im Gegensatz dazu werden bei hierarchischen Elementen
höherer Ordnung orthogonale Polynome als Basisfunktio-
nen verwendet, d.h. die Basisfunktionen p-ter Ordnung
sind in der Basis p + 1-ter Ordnung komplett enthalten
(s. Abb. 1, rechts) [4]. In dieser Arbeit werden die Ba-

Abbildung 1: Lagrange- (links) und Legendre-
Ansatzfunktionen (right) bis 3. Ordnung
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sisfunktionen von integrierten Legendre-Polynomen re-
präsentiert. Sie lassen sich wie folgt berechnen:

N1(ξ) =
1
2
(1− ξ) N2(ξ) =

1
2
(1 + ξ)

Ni(ξ) = φi−1(ξ), i = 3, . . . , p + 1 ,

wobei φi das integrierte Legendre-Polynom i-ter Ord-
nung bezeichnet

φi(ξ) =

√
2i− 1

2

∫ ξ

−1

Li−1(x) dx . (4)

Diese können mit Hilfe von Drei-Term-
Rekursionsformeln effizient berechnet werden. Ein
weiterer Vorteil hierarchischer Basisfunktionen ist, dass
die Koniditionszahl κ der resultierenden Systemmatrix
wesentlich kleiner ist als im Vergleich zu Lagrange-
basierten Elemente, was die Effizienz iterativer Löser
erhöht.

Numerische Ergebnisse
Im Folgenden wird die abgestrahlte Leistung einer
Löschspule berechnet, welche aufgrund eines Kurz-
schlussstromes zur Schwingung angeregt wird. Das FE-
Modell ist in Abb. 2 dargestellt. Das Rechengebiet

Abbildung 2: FE-;odell der Löschspule

wurde dabei mit 9 finiten Elementen pro Wellenlänge
λ diskretisiert. Um die freie Abstrahlung in der nu-
merischen Simulation zu garantieren, wird das Re-
chengebiet mit einer Perfectly-Matched-Layer (PML)
Dämpfungsschicht (Dicke entspricht 0.3λ) begrenzt [3].
Die akustische Leistung wird dabei auf einer Hüllfläche
im Abstand von 1.8λ (entspricht dem Interface zum
PML-Dämpfungsgebiet) berechnet. Abbildung 3 zeigt
den berechneten Schalldruckpegel. Abbildung 4 ver-
gleicht die mit Standard-FEM (h-Verefeinerung) und
pFEM berechnete Schallleistung als Funktion der Unbe-
kannten. Tabelle 1 stellt die Anzahl der Unbekannten und
die Rechenzeit der beiden Ansätze zur Verfügung.
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Tabelle 1: Anzahl der Unbekannten und Rechenzeit: Dell
Latitute 400, 1.7GHz, 1GB

pFEM Standard- FEM

p Unbekannte Rechenzeit Unbekannte Rechenzeit
1 2.535 1.0 s 2.535 1.0 s
2 9.535 8.2 s 11.025 7.8 s
3 16.535 32.5 s 32.400 43.2 s
4 30.034 125.1 s 66.424 171.21 s
5 50.032 437.6 s 94.244 450.3 s

DAGA 2007 - Stuttgart

208


