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Einleitung

Im Bereich der Elasto-Akustik-Kopplung ergeben sich fiir
die Diskretisierung des Gebietes zwei stark unterschied-
liche Anforderungen an die Maschenweite: Einerseits er-
fordern eventuelle Heterogenitidten und Nichtlinearitaten
eine sehr feine Auflosung der Struktur, andererseits ist
fiir das Akustikgebiet entsprechend der zu erwartenden
Wellenldnge eine oft um ein Vielfaches grobere Auflésung
vollig ausreichend. Der hier vorgestellte Ansatz erlaubt,
dass die Gitter fiir Struktur und Fluid am gemeinsamen
Interface nicht zusammenpassen. Dadurch wird der Ein-
satz hochst unterschiedlicher Gitterweiten ermdglicht.
Die Effizienz wird anhand eines Anwendungsbeispiels do-
kumentiert. Dariiber hinaus wird auf die Losung der ge-
koppelten Gleichungssysteme eingegangen. Hier bietet es
sich an, die eventuell nichtlinearen Strukturgleichungen
und die linearen Akustikgleichungen in einem iterativen
Prozess voneinander entkoppelt zu 16sen.

Problemstellung

Wir betrachten ein von einem akustischen Fluid gefiill-
tes Gebiet Q* und eine elastische Struktur Q€. Zur Mo-
dellierung des Fluids wird die Wellengleichung fiir das
akustische Geschwindigkeitspotenzial i) benutzt,

¢ %) —divgrady =0 in Q2 x (0,7), (1)

wobei ¢ die Schallgeschwindigkeit bezeichnet. Das Verhal-
ten der Struktur wird als linear elastisch angenommen,
die gesuchten Verschiebungen u ergeben sich also aus

pett —divo(u) = fg in Q° x (0,7, (2a)
o(u) = Ap(tre(uw))Id + 2upe(u), (2b)
e(u) = %(gradu + (gradu)T). (2¢)

Hier bezeichnen ¢ und ¢ die Spannungen und Verzer-
rungen, sowie pe und Ar,, ur, die Dichte und die Lamée-
Konstanten des betrachteten Materials. Am gemeinsa-
men Fluid-Struktur-Interface ' ergeben sich die Kopp-
lungsbedingungen aus der Forderung nach Stetigkeit in
der Normalenschnelle und im Druck,

n-u =

(3)

wobei n die Huferen Einheitsnormale auf I' und p,
die Dichte des akustischen Fluids bezeichnen. Das aus
(1)—(3) resultierende Variationsproblem lautet: Finde ein
Paar (1, u) so, dass fiir alle Testfunktionen (w,v)

<,Oe’d,’U>Qe + (U(U),@(U))Qe + <pav, ¢n>1‘ = (-fe’ U)Qe’
(pac ™2, w)an + (pa gradw, grad ) gs — (pats, wn)r = 0,

-n- gradw7 O'(U,) n o= _Paw.nv

erginzt durch Anfangs- und Randbedingungen, [2].

211

Diskretisierung

Fiir die Ortsdiskretisierung werden finite Elemente ver-
wendet, wobei die zugrundeliegenden Triangulationen
der beiden Teilgebiete am Interface nicht notwendiger-
weise zusammenpassen miissen. Dies ermdglicht es, auf
jedem Teil das jeweils beste Gitter fiir die Approxima-
tion der entsprechenden Gréfien einzusetzen, ohne auf
das andere Teilgebiet Riicksicht nehmen zu miissen. Eine
Newmark-Zeitdiskretisierung fiihrt in jedem Zeitschritt
auf ein zu 16sendes lineares Gleichungssystem der Gestalt
K,

(i, &) ()= ()

K,
mit geeigneter rechter Seite (f,g)", wobei K und K die
effektiven Steifigkeitsmatrizen bezeichnen. Die Kopplung
erfolgt mittels der Matrix Cyy, deren Eintrage durch

(5)

O“w = [O;Dq]v O;Dq = / paNgN;'ndF S Rd. (6)
r

gegeben sind. Hierbei ist zu beachten, dass die Basis-
funktionen N} und Ny beziiglich unterschiedlicher Gitter
definiert sind. Die Kopplungsmatrix C,,, ist die einzige,
die bei einer Anderung der Lage der beiden Teilgebie-
te zueinander neu berechnet werden muss, alle anderen
Matrizen bleiben gleich, insbesondere ist auch keine Neu-
vernetzung erforderlich.

Anwendungsbeispiel

Es wird ein Lautsprecher betrachtet, [1], bestehend
aus einem piezoelektrischen Teil QP mit quadratischer
Grundfliche von 900mm? und Dicke 0.05mm, und ei-
ner zentriert aufgebrachten Aluminiummembran Q¢ mit
Grundfliche 1600mm? und Dicke 0.25mm. Die Struktur
wird durch Anlegen einer Spannungsdifferenz Ap(t) =
sin 10007t in Schwingung versetzt. Es wird ein Hexa-
edergitter mit 16x16x1 Elementen fiir QP und 8x8x1
Elementen fiir 29 verwendet. Das aus Luft bestehende
Akustikgebiet 2* der Lange und Breite von 3m sowie
Hohe von 1.5m wird mit einem uniformen Gitter der Ma-
schenweite 3/32m diskretisiert. Es werden quadratische
Ansatzfunktionen verwendet, was auf ca. 70000 Akustik-
Freiheitsgrade fithrt. Abbildung 1 zeigt ¥ (¢) in den Kno-
ten p; in Entfernung i-0.18756m, i = 1,2. Wire man in
diesem Beispiel gezwungen, das Akustikgitter konform
zum Strukturgitter mit einer Maschenweite von 1/200m
zu wihlen, miisste man bei Verwendung eines unifor-
men Gitters mit (3-200/32)% > 6000 mal mehr Elemen-
ten arbeiten, was die Kapazitit heutiger Standard-PCs
deutlich {ibersteigt. Die andere Alternative der sukzes-
siven Gitteraufweitung hitte das bekannte Problem der
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Abbildung 1: Akustisches Potenzial in p;, i = 1,2, fiir eine
Anregungsfrequenz von 500Hz.

schlechteren Approximation aufgrund gestorter Element-
geometrien zur Folge. Hier zeigt sich deutlich die Quali-
tét des nichtkonformen Ansatzes sowie der resultierende
Effizienz- und Flexibilitdtsgewinn.

Losungsstrategien

Entkopplung: Es ist hdufig erforderlich, anstatt des li-
nearen Elastizitdtsmodells (2) ein nichtlineares Modell
fiir die Struktur 2° anzusetzen. Analog zum linearen Sy-
stem (5) ergibt sich das gekoppelte nichtlineare System

G(u,v) =0, (7a)
Cyuu+ Kb =g, (7b)

wobei (7a) aus nichtlinearen Gleichungen besteht, (7b)
hingegen nur lineare Gleichungen beinhaltet, [1]. Aus Ef-
fizienzgriinden ist es daher nicht ratsam, auf das gesam-
te System (7) ein Newtonverfahren anzuwenden. Statt-
dessen erscheint eine Entkopplung im Sinne eines Block-
Gaufi—Seidel-Verfahrens vielversprechend. Dies fiihrt da-
zu, iterativ fir k£ > 0 zuerst das nichtlineare System

Gul y*) =0 (8a)

zu 16sen, um neue Verschiebungen w**! zu erhalten, und

anschliefend die Losung 1/**! des linearen Systems

Kt = g — Cpuu®t! (8b)

zu berechnen.

Test: Fiir den Test besitzt die Struktur 2° die Breite
0.2m und die Hohe 0.01m, sowie die Materialparameter
von Silizium. Sie ist am linken und rechten Rand einge-
spannt, am unteren Rand ist eine Oberflichenkraft von
10 sin(271000t)Nm~2 vorgegeben. Es wird das geome-
trisch nichtlineare Elastizitdtsmodell eingesetzt. Das aku-
stische Fluid Q? befindet sich zentral {iber der Struktur
und besitzt die Breite 1.4m und die Hohe 0.7m. Als Medi-
um wird Wasser gewéhlt. Aufgrund der Symmetrie wird
nur die Halfte des Gebietes fiir die Berechnung benutzt,
fiir die Struktur wird ein Rechtecksgitter bestehend aus
48x4 Elementen verwendet, fiir das Akustikgebiet wird
ein uniformes Vierecksgitter mit 55x55 Elementen einge-
setzt. Bei einer Toleranz von 10~ !° fiir die relative Diffe-
renz zweier aufeinanderfolgender Iterierter fithrt die An-
wendung der Losungsmethode (8) zu 43 bis 80 benétigten
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Tterationsschritten pro Zeitschritt. Dieses sehr schlechte
Konvergenzverhalten ldsst sich deutlich verbessern, wenn
eine Dampfung eingesetzt wird, was hier auf eine stabile
Tterationszahl von ca. 19 fiihrt. Allerdings ist diese An-
zahl fiir ein Block-2x2-System noch nicht akzeptabel.

Uberlappender Ansatz: Um das Konvergenzverhalten
der Gaufs—Seidel-Methode zu verbessern, wird das akusti-
sche Potenzial v so in (41, 9) zerlegt, dass die Verschie-
bungen w nur mit 1, koppeln. Die zu 1; gehorigen Frei-
heitsgrade werden nun formal in den nichtlinearen Teil
(7a) des Systems (7) aufgenommen, und damit die Funk-
tion G zu einer Funktion G° erweitert. Fir k¥ > 0 muss
nun alternativ zu (8a) zundchst das nichtlineare System

GO (ut vt ) = 0 (8a')
gelost werden, anschliefend wird wieder (8b) geldst.

Test: Anhand des oben eingefiihrten Beispiels wird der
Einfluss der Uberlappbreite auf das Konvergenzverhalten
der neuen Methode (8a’), (8b), getestet. Mit ¢, wird der
von den untersten i Elementreihen bedeckte Teil des Aku-
stikgebietes assoziiert, ¢ € {1,2,4,8}. In Abbildung 2 ist
die Anzahl der bendtigten Gaufi—Seidel-Iterationen pro
Zeitschritt geplottet. Bereits die Hinzunahme einer ein-
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Abbildung 2: Test der Block-Gaufi—Seidel-Methode: Iterati-
onsanzahl gegen den Zeitschritt, Variation der Uberlappbreite

zigen Elementreihe bewirkt eine deutliche Verbesserung,
mit vier Elementreihen erreicht man eine Iterationszahl
von ungefihr fiinf, was sich durch eine héhere Toleranz
noch verringern ldsst. Im Vergleich zur nicht iiberlap-
penden Methode (8) ist der Aufwand fiir einen Newton-
Schritt nur unmerklich hoher. Die Effizienz kann mittels
einer inexakten Strategie weiter gesteigert werden, [1].
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