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Einleitung

Ein Modell der Blasendynamik bei akustischer Kavitati-
on muss sowohl Anregungen durch das äußere Schallfeld
und die daraus resultierenden primären Bjerkneskräfte,
als auch die Wechselwirkungen benachbarter Blasen
(Schallwechselwirkung, sekundäre Bjerkneskraft) bein-
halten. Im Folgenden stellen wir ein System akustisch
schwach angeregter, sphärischer Gasblasen vor, deren
Radien linear oszillieren und die sich angetrieben durch
die Bjerkneskräfte durch die Flüssigkeit bewegen.

Schwingungsgleichungen

Die Radialschwingungen werden mit Hilfe linearisierter
Keller-Miksis-Gleichungen [1] beschrieben. Die Lineari-
sierungen erfolgt durch Entwicklung des Blasenradius’
um den Ruheradius (Ri = Ri0 + R′

i) und führt auf ein
System gekoppelter harmonischer Oszillatoren
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mit Dämpfungskonstante δ, Anregungsfrequenz ω0 =
2πν0, Eigenfrequenzen ωi = 2πνi, Dichte ρ und dem anre-
genden Schallfeld p̃(x, t). Der letzte Term beschreibt eine
zeitverzögerte Schallkopplung der Schwingungen des Sy-
stems. Die Schalllaufzeit zwischen zwei Blasen an den
Orten xi und xj beträgt τij = dij/c, wobei dij =
‖xi(t)−xj(t)‖ der Abstand zwischen den Blasen ist und
c die Schallgeschwindigkeit in der Flüssigkeit.

Bewegungsgleichungen

Eine Blase j des Volumens Vj = 4πR3
j/3 in einer

Flüssigkeit erfährt unter dem Druckgradienten ∇p̃ des
äußeren Schallfeldes die sogenannte primäre Bjerknes-
kraft. Resultiert der Druckgradient aus der Radialoszil-
lation einer benachbarten Blase i, so übt diese auf Blase
j (zeitverzögert) die sekundäre Bjerkneskraft [2] aus
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wobei eij = (xj − xi)/‖xj − xi‖ .
Als nächstes soll die freie Beweglichkeit der Blasen mo-
delliert werden. Die Newtonschen Bewegungsgleichungen
für die Blasenpositionen xi beschreiben die Kraftwirkung
auf jede einzelne Blase

Fi
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D = 0. (3)

Es wirken auf Blase i die Trägheitskraft Fi
M (4) der vir-

tuellen Masse, die primäre Bjerkneskraft Fi
Bp (5), die

Summe der sekundären Bjerkneskräfte Fi
Bs (6) und die

Reibungskraft Fi
D (7).
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mit der Viskosität μ = 0.001m2/s. Daraus folgt für die
Bewegungsgleichung der Blase i
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in der auf der rechten Seite der paarweise Blasenabstand
dij nichtlinear in die sekundären Bjerkneskräfte eingeht.

Numerische Lösung

Die Bewegungsgleichungen (8) lassen sich auf den Fall
von N wechselwirkenden Blasen verallgemeinern und
führen zu einem impliziten Delaydifferentialgleichungs-
system der Form

Mu′(t) = f
(
t,u(t),u(α(t,u(t))),u′(t),u′(α, (t,u(t)))

)

wobei M eine Matrix ist, die Funktionen αm(t,u(t))) =
t−τm(t) zeitabhängige Zeitverzögerungen auf Grund der
variablen Blasenabstände beschreiben und der Zustands-
vektor u sich aus den Radien und deren zeitlichen Ab-
leitungen zusammensetzt. Um dieses Gleichungssystem
mit der Integrationsroutine radar5 [3] lösen zu können,
müssen die zeitverzögerten Ableitungen auf der rech-
ten Seite eliminiert werden. Dies geschieht mit Hilfe von
Hilfsvariablen z(t) = fu′(α(t,u(t)) durch die das DGL-
System in die Standardform

My′(t) = f
(
t,y(t),y(αm(t,y(t)))

)

überführt wird, das für zwei Blasen die Gestalt
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annimmt, in der es mit radar5 lösbar ist.
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Ergebnisse

Wir brachten zunächst den Fall der Anregung durch ei-
ne laufende Welle p̃ = P0 cos(2πν0t − 2πz/λ0) mit der
Amplitude P0 = 10kPa, der Frequenz ν0 = 20kHz und
der Wellenlänge λ0 = 75mm. Die beiden Blasen ha-
ben Ruheradien von R10 = R20 = 0.04mm und Ei-
genfrequenzen von ν1 = ν2 = 75kHz. Sie werden zur
Zeit t = 0 an den Positionen x1 = (0, 0, 18.75)mm und
x2 = (0, 0, 19.75)mm gestartet. Abb.(1) zeigt die resul-
tierende Translationsbewegung anhand der (relativen) z-
Koordinate ohne (obere Reihe) und mit (untere Reihe)
sekundärer Bjerkneskraft, die hier zu einer Anziehung der
Blasen führt.
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Abbildung 1: z-Koordinaten der beiden Blasen zum relati-
ven Startpunkt und Blasenabstand in einer laufenden Welle.
Oben: Ohne sek. Bjerkneskräfte Fij , Unten: Mit Fij.

Als zweites Beispiel wird die Anregung durch eine ste-
hende Welle p̃ = 2P0 cos(2πν0t)(sin(2πz/λ0) betrachtet,
mit P0 = 10kPa, ν0 = 20kHz und λ0 = 75mm. Die Bla-
senparameter lauten auch hier R10 = R20 = 0.04mm und
ν1 = ν2 = 75kHz. Blase 1 wird in einem Druckknoten und
Blase 2 im Abstand d = λ/4 in einem Druckbauch ge-
startet (x1 = (0, 0, 0), x2 = (0, 0, λ0/4)). Abb.(2)(oben)
zeigt, wie Blase 1 im Druckknoten des äußeren Schall-
feldes zunächst nur durch das Schallfeld der Blase 2 zu
Schwingungen angeregt wird, deren Frequenz mit den
Eingeschwingungen beider Blasen übereinstimmt. Die-
se resonante Anregung führt zunächst zu einer Zunahme
der Schwingungsamplitude von Blase 1, wie anhand von
Abb.(3)(oben) zu erkennen ist. Danach nimmt die Ampli-
tude jedoch wieder ab, da die treibende Blase nun nahezu
eingeschwungen ist und somit nicht mehr mit Schallwel-
len der Eigenfrequenz ν1 resonant treibt, sondern ledig-
lich Schallwellen der deutlich niedrigeren Anregungsfre-
quenz ν0 abstrahlt. Es treten hierbei anziehende und ab-
stossende Bjerkneskräfte auf die (asymptotisch) zu einer
periodischen Bewegung der ersten Blase in z-Richtung
um den Druckknoten führen (siehe Abb.(4)) wärend Bla-
se 1 im Druckbauch verharrt.

In zukünftigen Untersuchungen soll das Verhalten von
Mehrblasensystemen untersucht und die Unterschiede
zwischen Sytemen mit und ohne Zeitverzögerung heraus-
gearbeitet werden.
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Abbildung 2: Einschwingverhalten der Blasen im Stehwel-
lenfeld.

0 0.5 1 1.5 2

x 10
−3

−1

0

1
x 10

−7

S
ch

w
in

gu
ng

 u
m

 R
uh

er
ad

iu
s 

[m
]

0 0.5 1 1.5 2

x 10
−3

−5

0

5
x 10

−6

0 0.5 1 1.5 2

x 10
−3

−20

0

20

A
nr

eg
un

g 
[N

/k
g]

Zeit t [s]

Blasenoszillation  [Ausschnitt]

0 0.5 1 1.5 2

x 10
−3

−5

0

5
x 10

5

A
nr

eg
un

g 
[N

/k
g]

Zeit t [s]

Abbildung 3: Entwicklung der Blasenoszillationen hin zum
eingeschwungenen Zustand.
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Abbildung 4: Positionsoszillationen der ersten Blase um den
Druckknoten der stehenden Welle.
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