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Dynamik wechselwirkender Blasen bei akustischer Kavitation

Adam Pluta, Ulrich Parlitz, Robert Mettin, Werner Lauterborn
Drittes Physikalisches Institut Gdéttingen, Friedrich-Hund-Platz 1, 37077 Géttingen, Deutschland, Email: pluta@physik3.gwdg.de

Einleitung

Ein Modell der Blasendynamik bei akustischer Kavitati-
on muss sowohl Anregungen durch das duflere Schallfeld
und die daraus resultierenden priméren Bjerkneskréfte,
als auch die Wechselwirkungen benachbarter Blasen
(Schallwechselwirkung, sekundére Bjerkneskraft) bein-
halten. Im Folgenden stellen wir ein System akustisch
schwach angeregter, sphérischer Gasblasen vor, deren
Radien linear oszillieren und die sich angetrieben durch
die Bjerkneskrifte durch die Fliissigkeit bewegen.

Schwingungsgleichungen

Die Radialschwingungen werden mit Hilfe linearisierter
Keller-Miksis-Gleichungen [1] beschrieben. Die Lineari-
sierungen erfolgt durch Entwicklung des Blasenradius’
um den Ruheradius (R; = R;o + R}) und fiihrt auf ein
System gekoppelter harmonischer Oszillatoren
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mit Dampfungskonstante §, Anregungsfrequenz wg =
271y, Eigenfrequenzen w; = 27v;, Dichte p und dem anre-
genden Schallfeld p(x,t). Der letzte Term beschreibt eine
zeitverzogerte Schallkopplung der Schwingungen des Sy-
stems. Die Schalllaufzeit zwischen zwei Blasen an den
Orten x; und x; betrdgt 7,; = d;;j/c, wobei d;; =
|Ix;(t) —x;(t)|| der Abstand zwischen den Blasen ist und
¢ die Schallgeschwindigkeit in der Fliissigkeit.

Bewegungsgleichungen

Eine Blase j des Volumens V; = 47R?/3 in einer
Flissigkeit erfihrt unter dem Druckgradienten Vp des
duferen Schallfeldes die sogenannte primére Bjerknes-
kraft. Resultiert der Druckgradient aus der Radialoszil-
lation einer benachbarten Blase i, so iibt diese auf Blase
J (zeitverzogert) die sekundire Bjerkneskraft [2] aus
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Fij = =V;Vpi(t — 75) =

wobei €7 = (x7 —x)/||x? — x¢| .

Als néchstes soll die freie Beweglichkeit der Blasen mo-
delliert werden. Die Newtonschen Bewegungsgleichungen
fiir die Blasenpositionen x* beschreiben die Kraftwirkung
auf jede einzelne Blase

(3)

Es wirken auf Blase i die Triigheitskraft F?, (4) der vir-
tuellen Masse, die priméire Bjerkneskraft Fp, (5), die

W+ Fl, + Fly + Fp = 0.
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Summe der sekundiren Bjerkneskréfte F%, (6) und die
Reibungskraft Fp, (7).

Fi, = gv%"d’ (4)

in = _vﬁ(xlvt)vz (5)

B = > _F (6)
i#j

Fi, = —druR;X' (7)

mit der Viskositit g = 0.001m?/s. Daraus folgt fiir die
Bewegungsgleichung der Blase ¢

%' = | —dmpRix’ + V(' OV - Y Fy /gvi (8)
J#i

in der auf der rechten Seite der paarweise Blasenabstand
d;; nichtlinear in die sekundéren Bjerkneskréfte eingeht.

Numerische Losung

Die Bewegungsgleichungen (8) lassen sich auf den Fall
von N wechselwirkenden Blasen verallgemeinern und
fiihren zu einem impliziten Delaydifferentialgleichungs-
system der Form

Mu'(t) = f(t, u(t), u(a(t, u(t))), ' (), v'(a, (¢, u(t))))
wobei M eine Matrix ist, die Funktionen a,, (¢, u(t))) =
t — T (t) zeitabhiingige Zeitverzégerungen auf Grund der
variablen Blasenabstédnde beschreiben und der Zustands-
vektor u sich aus den Radien und deren zeitlichen Ab-
leitungen zusammensetzt. Um dieses Gleichungssystem
mit der Integrationsroutine radarb [3] losen zu koénnen,
miissen die zeitverzogerten Ableitungen auf der rech-
ten Seite eliminiert werden. Dies geschieht mit Hilfe von
Hilfsvariablen z(t) = fu'(a(t,u(t)) durch die das DGL-
System in die Standardform

My (1) = £(£.¥ (). ¥(@m(t.¥(1))))
tiiberfithrt wird, das fiir zwei Blasen die Gestalt
(1 0) (u’(t))
0 0)\Z)
z(t)

<_z(t) + £t u(t), u(at, (1)), 2(), 2(a(t, u(t)))

annimmt, in der es mit radarb losbar ist.
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Ergebnisse

Wir brachten zunéchst den Fall der Anregung durch ei-
ne laufende Welle p = Py cos(2nvgt — 2wz/Ag) mit der
Amplitude Py = 10kPa, der Frequenz vy = 20kHz und
der Wellenlénge A 75mm. Die beiden Blasen ha-
ben Ruheradien von Riyp = Ry = 0.04mm und Ei-
genfrequenzen von vy vo = 75kHz. Sie werden zur
Zeit t = 0 an den Positionen x; = (0,0,18.75)mm und
xo = (0,0,19.75)mm gestartet. Abb.(1) zeigt die resul-
tierende Translationsbewegung anhand der (relativen) z-
Koordinate ohne (obere Reihe) und mit (untere Reihe)
sekundérer Bjerkneskraft, die hier zu einer Anziehung der
Blasen fiihrt.
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Abbildung 1: z-Koordinaten der beiden Blasen zum relati-
ven Startpunkt und Blasenabstand in einer laufenden Welle.
Oben: Ohne sek. Bjerkneskrifte Fi;, Unten: Mit F;.

Als zweites Beispiel wird die Anregung durch eine ste-
hende Welle p = 2P, cos(2mvpt)(sin(2mz/Ao) betrachtet,
mit Py = 10kPa, vy = 20kHz und \g = 75mm. Die Bla-
senparameter lauten auch hier R1g = Ryp = 0.04mm und
v1 = v = 7HkHz. Blase 1 wird in einem Druckknoten und
Blase 2 im Abstand d = A/4 in einem Druckbauch ge-
startet (x; = (0,0,0), xz = (0,0, A9/4)). Abb.(2)(oben)
zeigt, wie Blase 1 im Druckknoten des &ufleren Schall-
feldes zunéchst nur durch das Schallfeld der Blase 2 zu
Schwingungen angeregt wird, deren Frequenz mit den
Eingeschwingungen beider Blasen iibereinstimmt. Die-
se resonante Anregung fiihrt zunéchst zu einer Zunahme
der Schwingungsamplitude von Blase 1, wie anhand von
Abb.(3)(oben) zu erkennen ist. Danach nimmt die Ampli-
tude jedoch wieder ab, da die treibende Blase nun nahezu
eingeschwungen ist und somit nicht mehr mit Schallwel-
len der Eigenfrequenz vy resonant treibt, sondern ledig-
lich Schallwellen der deutlich niedrigeren Anregungsfre-
quenz vy abstrahlt. Es treten hierbei anziehende und ab-
stossende Bjerkneskrafte auf die (asymptotisch) zu einer
periodischen Bewegung der ersten Blase in z-Richtung
um den Druckknoten fithren (siehe Abb.(4)) wirend Bla-
se 1 im Druckbauch verharrt.

In zukiinftigen Untersuchungen soll das Verhalten von
Mehrblasensystemen untersucht und die Unterschiede
zwischen Sytemen mit und ohne Zeitverzdgerung heraus-
gearbeitet werden.
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Abbildung 2: Einschwingverhalten der Blasen im Stehwel-
lenfeld.

xo”

Blasenoszillation [Ausschnitt]

= )
£ =<
% | ‘ =3
2 ‘M‘ “ ‘ MM‘HH“ (i n e =
g \H Lt \“HHH‘H“U‘UM\H‘” mm ””‘”U““U”‘“H“”‘““U“‘\)“‘“\JU\JU“\}“W”"‘”‘”“‘U“”“”\““‘U“‘A‘H‘J“‘”” qg),
< —
3 C
[é ‘a 0.5 1‘ 1.‘5 é 20
5 Zeitt[s] x10°
D _x10° x10°
= T T T T ﬂ\ﬁ ;w, ‘ﬂ« ’a
& (T I \‘\H HHHHHHU TR
> \ \h I \ 2
g I‘H”“””\”W\‘H‘ H‘\H\HMW\‘\‘\“\‘H“H”w | M W S
< (=]
S o 0 &
o TR | =

I MM‘HWm“”\e‘N"MMm‘\w‘w‘w

sl‘uHHH‘u\‘ I MV‘ I LUV‘ . <

0 1 15

Zeitt[s] x10°

Abbildung 3: Entwicklung der Blasenoszillationen hin zum
eingeschwungenen Zustand.
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Abbildung 4: Positionsoszillationen der ersten Blase um den
Druckknoten der stehenden Welle.

Literatur

[1] Keller, J.B. and Miksis, M.:Bubble oscillations of lar-
ge amplitude. J.Acoust.Soc.Am 68 (1980) 628-633:
Parlitz, U. et al.: J.Acoust.Soc.Am. 88 (1990) 1061

[2] Ida, M.: Alternative interpretation of the sign reversal
of secondary Bjerknes force acting between two pul-
sating gas bubbles, Phys. Rev. E 67 (2003), 056617 ;
Mettin, R. et al.: Bjernes forces between small cavi-
tation bubbles in a strong acoustic field, Phys. Rev.

E (1997) 2924-2931

Guglielmi, N. and Hairer, E.: Users’ Guide for the
code RADARS - Version 2.1. (2005): Free software
radarb, URL:

http://www.unige.ch/ hairer/software.html



