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Einleitung 
Analytische Lösungen für Differentialgleichungen sind die 
eleganteste Art physikalische Problemstellungen zu lösen. 
Für die überwiegende Anzahl komplexer Problemstellungen 
ist diese Vorgehensweise aber nur in Ausnahmefällen mög-
lich. Mit steigender Komplexität ist die Zuhilfenahme  nu-
merischer oder semianalytischer Verfahren, in welche die 
Randelementmethode eingeordnet werden kann, sinnvoll. 
Die direkte Randelementmethode stellt  wohl das „analy-
tischste“ aller Näherungsverfahren dar. Für Außenraumpro-
bleme sowie im Rahmen der Analyse infiniter Kontinua wird 
diese Eigenschaft der exakten Erfüllung der Differentialglei-
chungen im Gebiet und lediglich einer Näherung an den 
Rändern, besonders deutlich. Hinzu kommt, dass die Diskre-
tisierungsordnung im Vergleich zu  den Finiten Element 
Verfahren um eine Dimension verringert wird. 

Im Folgenden wird ein knapper Überblick über die wesentli-
chen „Integralkernbezogenen“ Entwicklungen in der Rand-
elementmethode gegeben. Im Einzelnen sollen dabei die 
symmetrischen Galerkin-Ansätze, Die Dual Reciprocity-
Method, Hybride Randelementverfahren und die Cluste-
ringmethoden behandelt werden. Abschließend wird ein 
knapper Einblick in die Fourier BEM, mit den zugehörigen 
Distributionsansätzen gegeben und eine Möglichkeit zur 
Effizienzsteigerung durch die Wahl von erweiterten Grund-
lösungen aufgezeigt.  

Kurzer Überblick über die wesentlichen Ent-
wicklungen in der Randelementmethode 
Ausgangspunkt für die Formulierung der Randintegralglei-
chungen ist immer die „Schwache Formulierung“ des zu-
grundeliegenden Problems. Durch partielle Ableitung und 
Anwendung des Gauß´schen Integralsatzes wird die grund-
legende Beziehung, die Reziprozitätsbeziehung, Gl.(1), 
erhalten. 

 

                                                                                           (1) 

Aufbauend auf dieser, auch als Satz von Betti bekannten 
Beziehung, können die Integralgleichungen für die Gebiets-
ränder aufgestellt und diese Randintegralgleichungen mittels 
verschiedener Ansatzfunktionen diskretisiert werden. Für die 
Algebraisierung durch Fehlergewichtung stehen dann so-
wohl Kollokationsverfahren als auch das aus der Variations-
rechnung bekannte Galerkin-Verfahren zur Verfügung. 

a) Symmetrische Galerkin-Ansätze 

Im Allgemeinen sind die Matrizen der Randelementmethode 
weder symmetrisch noch positiv definit. Durch die Anwen-

dung des Galerkin Verfahrens, welches sich durch eine zu-
sätzliche Gewichtung (Integration) mit der jeweils im Sinne 
eines Arbeitsansatzes dualen Testfunktion auszeichnet, kann 
in Verbindung mit einer Randintegralformulierung sowohl 
für u(x) als auch für q(x), welche in Gl. (2) dargestellt ist 
sowie der Aufspaltung der bekannten und der unbekannten 
Randgrößen eine symmetrische Steifigkeitsmatrix erhalten 
werden [1][4].   

 

 

                                                                                          (2) 

(symmetrische, positiv definite Stei-
figkeitsmatrix) 

b) Duale Reziprozität 

Für viele in der Realität auftretende Problemstellungen 
liegen nichtlineare Diffenentialoperatoren vor, für die keine 
Grundlösungen bekannt sind. Diese sind jedoch für die 
Formulierung der klassischen Randintegralmethoden von 
entscheidender Bedeutung. Durch die Aufspaltung des 
Differentialoperators in einen bekannten, linearen Operator 
sowie den additiven nichtlinearen Restoperator können die 
Integralgleichungen in der gewohnten Weise, jedoch 
nunmehr mit einem generalisierten Lastterm Gl.(3), welcher 
die additiven nichtlinearen Operatoranteile enthält, 
formuliert werden [3]. 

                                                                                           (3) 

 

Zuletzt wird das störende Bereichsintegral des generalisier-
ten Lastterms durch die zweimalige Anwendung der Rezip-
rozitätsformulierung und die gezielte Wahl von gewichteten 
Näherungsquellfunktionen beseitigt. 

 

 

c) Hybride Randelementformulierungen 

Neben der bekannten Art der Formulierung der 
Randelementgleichungen ist auch eine variationsbezogene 
Randelementformulierung möglich. Aufbauend auf den 
bekannten Grundprinzipien werden  Mehrfeldfunktionale  
mit getrennten Ansatzfunktionen am Rand und im Gebiet 
formuliert. Damit wird die Anforderung an die 
Ansatzfunktionen, sowohl die Differentialgleichung im 
Gebiet als auch die Bedingungen an den Rändern zu erfüllen, 
abgeschwächt. Die Einhaltung der Bedinungen am Rand 
wird anschließend über ein erweitertes Lagrange-Funktional 
bzw. über Lagrange´sche Multiplikatoren in dem 
Variationsfunktional ergänzt. Die verbleibenden 
Gebietsintegrale können üben den Ansatz von gewichteten, 
problembezogenen Fundamentallösungen eliminiert werden. 
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d)  Clusteringverfahren (Fast Multipole) 

Der Aufwand für die Lösung der in der BEM auftretenden 
Matrix-Vektor-Operationen ist quadratisch O(N2). Wenn, 
wie für degenerierte Kerne möglich, eine Aufspaltung des 
Integralkernes in eine Summe von Produkten, jeweils nur 
von einer Variablen abhängiger Funktionen möglich ist, so 
könnte dieser Aufwand auf ein lineares Maß reduziert 
werden (vgl.[4]). Die Variablentrennung der Kerne gelingt 
also nur als Reihenentwicklung. Für weit von der 
Auswertungsstelle entfernt liegende Quellpunkte ist diese 
Approximation im Allgemeinen zulässig. Für nahe am 
Auswertungspunkt liegende Quellpunkte (Randelemente) ist 
die Näherung nicht zulässig.  

 

Abbildung 1: zulässige Fernfeldapproximation 

Daher ist im Rahmen der Kernapproximation zwischen einer 
exakten Nahfeldauswertung und einer genäherten Fernfeld-
auswertung zu unterscheiden [4]. 

 

Die effektive Unterscheidung in Fern- und Nahfeldbereiche 
kann über eine hierarchische Struktur (Panel-Cluster), wel-
che über die Randelemente gebildet wird, realisiert werden. 
Über die Wahl eines Grenzradius, welcher die Cluster einer 
definierten Stufe erfasst, kann ein Nahfeldbereich von den 
jeweiligen Fernfeldbereichen abgespalten werden. 

Fourier BEM 
Wie bereits beschrieben, sind für verschiedene physikalische 
Problemstellungen (geschichtete Strukturen) die im Rahmen 
der direkten Randelementmethode erforderlichen Grundlö-
sungen i.A. nicht bekannt. Für alle linearen physikalischen 
Probleme kann jedoch die fouriertransformierte Funktion 
ermittelt werden. Durch den Übergang vom Originalraum in 
den Bildraum gehen allerdings, aufgrund der fehlenden Lo-
kalisierungseigenschaften der Fouriertransformation die 
Bereichsinformationen verloren [2]. Die Fouriertransfor-
mierte ist im Gegensatz zur Originalfunktion auf ganz Rn 
definiert. Die notwendige Beschränkung auf die zu betrach-
tenden Gebiete kann aber durch spezielle Cut-Off-
Distributionen erreicht werden. 
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H( x))ψ(

 
Abbildung 2: Rechteckgebiet auf R2  

Die Randintegralgleichungen sind in der Fourier BEM über 
die grundlegenden Beziehungen der Distributionentheorie, 
Gl. (4),  herzuleiten. 

Wie aus der nachfolgenden Reziprozitätsformulierung zu 
erkennen ist, erfolgt die Randbeschränkung des letzten In-
tegrales auf der rechten Seite über die Beschränkung des 
Trägers des Gradienten der zugehörigen Cut-Off-
Distribution, Gl. (5) [2]. 
 

 

Formal entspricht die obige Beziehung aber derjenigen aus 
der direkten BEM bekannten. Über das Parseval´sche Theo-
rem ist die Übereinstimmung der algebraischen Gleichungs-
systeme aus traditioneller BEM und Fourier BEM sicherge-
stellt. 

Möglichkeiten für die Wahl von Grundlösungen 
Für die Lösung komplexer Aufgabenstellungen kann es 
vorteilhaft sein, bereits bei der Herleitung der Fundamental-
lösungen einzelne Randinformationen mit zu berücksichti-
gen. So kann z. B. durch die Herleitung von Grundlösungen 
für den Halbraum mit bewegter Sinuslast der Diskretisie-
rungsaufwand auf zusätzliche geometrisch schwierige Berei-
che beschränkt werden. Zudem ist durch die Wahl  weitest-
gehend analytischer Grundlösungen, welche nahe an die 
Greensche Funktion heranreichen, eine Konvergenzsteige-
rung sichergestellt. 

  
Abbildung 3: Halbraum mit Tunnel und bewegter Last 

Mittels der Integraltransformationsmethoden (ITM) können 
für eine große Anzahl von regelmäßigen Strukturen derart 
erweiterte Grundlösungen ermittelt und somit die Randele-
mentmethode weitestgehend analytisch formuliert werden. 
Insbesondere zur Verifizierung und Beurteilung neuer, app-
roximativer numerischer Verfahren erscheinen derartige 
Fundamentallösungen als sinnvoll.  

In diesem Kontext sind auch globale spektrale Ansatzfunk-
tionen zu nennen, welche die Kopplung von Randelementlö-
sungen mit analytischen Lösungen ermöglichen [5]. 
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