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Einleitung

Die Firma Microflown entwickelt Schallschnelle-Sensoren
die die Messung der Schnelle in Fluiden ermoglichen.
Weiterhin wird die Struktur in der numerischen Simulati-
on fiir gewohnlich iiber vektorielle GroBen und nicht iiber
den Druck beschrieben. Bei akustischen Problemen der
Fluid-Struktur-Kopplung ist es u.a. aus diesen Griinden
sinnvoll sowohl Fluid als auch Struktur in der schnelleba-
sierten Helmholtzgleichung zu beschreiben. Dies hat den
weiteren Vorteil, dass die Matrizen symmetrisch bleiben.
Ein bekanntes Problem dabei stellt das Auftreten
von Scheinmoden fiir das Fluid bei Verwendung der
Standard-FE, wie z.B. Lagrange-Elemente, dar. Eine
Moglichkeit das Auftreten dieser Scheinmoden zu um-
gehen ist es, Raviart-Thomas-Elemente fiir das Fluid zu
verwenden.

Es soll hier die Funktionstiichtigkeit der Raviart-
Thomas-Elemente im Vergleich zu Lagrange-Elementen
anhand zweier Beispiele untersucht werden.

Druck- und schnellebasierte Helmholtz-
gleichung

Im Folgenden wird angenommen, dass Druck, Schnel-
le und Anregungsfunktion zeitharmonische Funktionen
sind, a(z,t) = R{a(z)e !}

Daraus ergibt sich die starke Formulierung der Helm-
holtzgleichung fiir den Druck zu

—Ap(a) — K2p(x) = fol@) mit @eQ (1)

und fiir die Schnelle zu

1
—V(divu(z)) — k*u(z) = —5 mit x € (.
PoCh

(2)

Der Druck p ist eine skalare Grofle, wahrend die Schnelle
u eine vektorielle Grofle ist. Mit der Beziehung (3) zwi-
schen Druck und Schnelle

fu(®)

p= —poc%divu

(3)

ist es moglich, druck- und schnellbasierte Formulierung
ineinander umzurechnen.

Die Umwandlung der starken Formulierung der Helm-
holtzgleichung in die schwache Formulierung und an-
schliefende Diskretisierung liefert folgendes Gleichungs-
system in der Matrixschreibweise fiir Druck und Schnelle

(K —k?M)p=0b bzw. (K —Ek*M)u=>b. (4)
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K entspricht hierbei der Steifigkeitsmatrix und M
der Massenmatrix. Der Vektor b auf der rechten Seite
enthdhlt die Anteile aus der Anregungsfunktion und der
Randbedingung. Der Vektor p in der Druckformulierung
enthélt die Driicke in den einzelnen Knoten, wiahrend der
Vektor uw in der Schnelleformulierung die Normalenkom-
ponenten der Schnelle in den einzelnen Knoten enthélt.
Das betrachtete Randwertproblem besteht aus der Helm-
holtzgleichung und der Schnelle-Randbedingung. In der
Druckformulierung lautet dieses

~Ap—k*p = f, in Q (5)
g—z = ¢ auf T
und in der Schnelleformulierung
1
~V(divu) — k*u = — in 6
(divu) u ozt in (6)
u-n = auf I'.

Elementtypen

Zur numerischen Berechnung wurden zwei verschiede-
ne Typen von Dreieckselementen verwendet, Lagrange-
Elemente erster (P;) und zweiter Ordnung (Ps) fiir
die Druckformulierung sowie Raviart-Thomas-Elemente
nullter (RTy) und erster Ordnung (RT}) fiir die Schnel-
leformulierung,.

Da der Umgang mit Lagrange-Elementen in verschiede-
ner Literatur, z.B. [1] und [5], ausfiihrlich erldutert ist,
wird im Folgenden nur auf die Raviart-Thomas-Elemente
eingegangen.

Die RT-Elemente besitzen eine Normalenkomponente auf
den Elementseiten, an denen sich auch die Elementkno-
ten befinden. Das RT;-Element besitzt einen zuséatzlichen
Knoten innerhalb des Elements. Wihrend das RTy-
Element einen Freiheitsgrad pro Knoten aufweist, besitzt
das RT) zwei Freiheitsgrade pro Knoten. In Abb. 1 sind

Abbildung 1:
(rechts)

RTp-Element (links) und RTi-Element

das Raviart-Thomas-Element nullter und erster Ordnung
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gegeniibergestellt. Nach [3] berechnen sich deren Form-
funktionen allgemein aus

; (™

Fiir die Berechnung der Formfunktionen miissen zwei In-
tegrale ausgewertet werden,

RT(K) = e (K + ( i ) (K.

(8)
ok

wobei fiir beide gilt, dass sie den Wert 1 im zugehérigen
und den Wert 0 in den iibrigen Knoten liefern miissen.

w-np;ds und /w-pkf1 dx,
k

Beispiele
Eigenwertproblem

Es wurden die ersten zehn Eigenfrequenzen eines 3,4m
langen Rohres numerisch ermittelt, fiir welches zuvor die
exakten Eigenfrequenzen analytisch bestimmt wurden.
Um das Konvergenzverhalten zu untersuchen, wurde der
relative Fehler berechnet. Die Ergebnisse sind in Abb. 2
fiir die erste Eigenfrequenz dargestellt.
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Abbildung 2: Konvergenzverhalten der Elemente

Zusatzlich zur Berechnung der P-Elemente in der Druck-
formulierung und der RT-Elemente in der Schnelle-
formulierung, wurde die Schnelleformulierung mit P;-
Elementen berechnet (in der Abbildung mit Plu gekenn-
zeichnet). Aufgrund der Vielzahl auftretender Scheinmo-
den ist es nicht moglich mit Sicherheit die tatséchliche
erste Eigenfrequenz in der Ausgabe des Programms zu er-
mitteln, weiterhin ist keinerlei Konvergenzverhalten des
Lagrange-Elements in der Schnelleformulierung festzu-
stellen.

Besonderes Augenmerk sollte dem RTi-Element gelten,
welches in der Eigenfrequenzberechnung deutlich genaue-
re Ergebnisse liefert als Ps.

Randwertproblem mit Quellterm

Bei diesem Beispiel wurde das Gebiet durch eine inne-
re Quelle, einen Monopol, angeregt. Die Anregung wird
iiber die Funktion auf der rechten Seite der Helmholtz-
gleichung realisiert und erfolgte iiber einen Dirac-Impuls.
Die Anregungsfunktionen fiir Druck- und Schnelleformu-
lierung sind [4]

2
fp(x) = powdsy, bzw. f, ()= po%deo. (9)
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Als “exakte Losung” wurde ein sehr feines Netz mit Ps-
Elementen (Freiheitsgrad von 66049) berechnet. Der re-
lative Fehler zu dieser Losung wurde fiir jedes Netz und
jeden Elementtyp in 16 Knoten, deren Koordinaten fiir
alle Netze identisch sind, berechnet. In Abb. 3 ist das
Konvergenzverhalten dargestellt. Um die Losungen der
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Abbildung 3: Konvergenz bei einer Wellenzahl von k£ = 25

RT-Elemente mit denen der P-Elemente zu vergleichen,
wurden die Normalenkomponenten der Schnelle in den
Druck umgerechnet. Durch diese Naherung entstand ein
zusétzlicher Fehler fiir die Drucklésung mit RT', wodurch
hier P, und RT; im Druck einen dhnlichen Fehler aufwei-
sen.

Zusammenfassung

Es konnte gezeigt werden, dass sich Raviart-Thomas-
Elemente fiir die numerische Simulation des Fluides in
der Schnelleformulierung wesentlich besser eignen als
Lagrange-Elemente. Es treten keine Scheinmoden auf
und mit Raviart-Thomas-Elementen koénnen teilweise
deutlich bessere Ergebnisse als mit Lagrange-Elementen
bei gleicher Problemstellung erzielt werden.
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