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Einleitung

Um mithilfe von Berechnungsverfahren sinnvolle und
aussagekriftige Ergebnisse zu erhalten ist es notwen-
dig, Parameterunsicherheiten in der Berechnung zu
beriicksichtigen. Ublicherweise verwendete Verfahren,
wie zum Beispiel das Monte-Carlo-Sampling, basieren auf
der mehrfachen Auswertung desselben Modells mit unter-
schiedlichen Eingangsdaten. Dafiir ist es jedoch zwingend
erforderlich Daten {iber statistische Verteilungsfunktio-
nen zu kennen. Im Gegensatz dazu ermoglicht eine Be-
trachtung von Intervallen eine Abschéitzung von Grenzen
ohne genauere Kenntnis iiber das statistische Verhalten
der Eingangsdaten.

Im Folgenden wird eine Moglichkeit vorgestellt, ein dis-
kretisiertes und dabei unsicherheitenbehaftetes Problem,
fir das mithilfe der Finite-Elemente-Methode (FEM)
ein Gleichungssystem gebildet wird, mit einer Inversen-
Reihenentwicklung nach Neumann zu 16sen. Die Parame-
terunsicherheiten werden dabei iiber Intervalle beschrie-
ben, sodass eine Mehrfachauswertung ein- und desselben
Systems sowie genaue Kenntnisse iiber statistisches Ver-
halten nicht notwendig sind.

Theoretische Grundlagen

Im Folgenden werden kurz die theoretischen Grundlagen
erortert. Es wird dabei zunédchst auf die Intervallarithem-
tik sowie auf eine Inversen-Reihenentwicklung nach Neu-
mann eingegangen. Anschliefend wird das Berechnungs-
beispiel kurz vorgestellt und alle notwendigen Gleichun-
gen zur Beschreibung des unsicheren Anwendungsbei-
spiels mit Hilfe einer Neumann-Reihenentwicklung her-
geleitet.

Grundlagen der Intervallarithmetik

Eine Teilmenge von R

A= [al,ag] :{t\al <t<as, ai,as ER} (1)
wird geschlossenes Intervall genannt [1]. Dabei ist a; das
sogenannte Infimum und as bezeichnet das Supremum.
Alternativ ist ein Ausdruck iiber einen Mittelpunktwert
Ap sowie eine Abweichung dA moglich

A=Ay +[-dA,dA] (2)
[3], [6]. Fiir das Rechnen mit Intervallzahlen sind ebenso
wie fiir reelle Zahlen Rechenoperationen definiert. Weite-
re Informationen finden sich in [1] und [5]. Dariiberhinaus
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existieren Verfahren zur Losung grofier Gleichungssyste-
me sowie der Behandlung spérlich besetzter Gleichungs-
systeme [3], [6], wobei in [4] gezeigt wurde, dass diese
wenig geeignet fiir das vorliegende Problem sind. Wei-
terhin entsteht aufgrund der Rechenoperationen héaufig
das Problem der Uberschitzung des Ergebnisintervalls,
da stets das grofitmogliche Intervall die Losung einer Be-
rechnung darstellt, selbst wenn diese eigentlich gar nicht
Teil der tatsdchlichen Losung ist.

Inversen-Reihenentwicklung nach Neumann

Ausgangspunkt ist die Losung eines Problems der Form

3)

wobei die Systemmatrix A unsicherheitenbehaftet ist. Im
Allgemeinen kann eine Inverse iiber eine Neumann-Reihe

A-xz=b |

I-A)'=> A"=T+A+A+ A%+ +A"
n=0
(4)

fiir [|A|| < 1 approximiert werden, wobei I eine Einheits-
matrix ist. Zur Behandlung der Parameterunsicherheiten
wird die Systemmatrix in einen konstanten Anteil C und
einen intervallbehafteten Teil D aufgeteilt

(C-D)-z=b (5)
Eine Losung von Gleichung (5) kann entsprechend iiber
das Produkt aus der Inversen der Systemmatrix und der
rechten Seite des Gleichungssystems z = (C—D)™' - b
gefunden werden. Dafiir ist es notwendig, die Inverse
(C —D)~" zu bestimmen. Wird (C — D)™ " mit der BEin-
heitsmatrix I = C - C~! multipliziert und unter Zuhil-
fenhame von (C-D) = D~!.C7! und C(D+E)
C-D + C - E ergibt sich

(C-D)'=[1-c'.D]'.Cc! (6)

Unter Anwendung der Neumann-Reihe aus Gleichung (4)
ergibt sich eine Losung zu

(C-D) ' = i (c'.-D)".C!

n=0

(7)

Anwendungsbeispiel

Die im vorangegangenen Abschnitt vorgestellte Reihen-
entwicklung wird im Folgenden auf eine unsicherhei-
tenbehaftete Mindlin-Platte angewandt, die diskretisiert



und mit Hilfe der FEM gel6st werden soll. Sie wird durch
eine Kraft an einem Knoten mit einer bestimmten Fre-
quenz zu Vibrationen angeregt (sieche Abbildung 1).

Aus der Bewegungsgleichung
Mii+ Ku = f (8)

mit der Massenmatrix M, der Steifigkeitsmatrix K, dem
Verschiebungsvektor u sowie dem Kraftvektor f ergibt
sich das Gleichungssystem

(K—w’M) u=f (9)
mit der Anregungsfrequenz w.

Sowohl die Massenmatrix als auch die Steifigkeitsma-
trix konnen unsichere Parameter enthalten. Auf die dar-
aus resultierenden Gleichungssysteme wird im Folgenden
niher eingegangen.

Unsicherer Elastizitidtsmodul

Die Steifigkeitsmatrix K ist direkt proportional zum Ela-
stizitdtsmodul FE, sodass dieser als Faktor aus der Stei-
figkeitsmatrix herausgelost werden kann K = E - K,,04.
Damit wird aus Gleichung (9)

[E-Kipoa —w’M] -u=f . (10)

Fiir einen intervallbehafteten FElastizitdtsmodul E =
Ey+ 0F = Ey + [—dE, dFE] ergibt sich ensprechend

[(Eo + 0E) - Kpog — w’M] -u=f . (11)
Gleichung (11) wird in
u = [(EO . Kmod — OJ2M) + AFE - Kmod} -t . f (12)

umgeformt. Somit ergibt sich ein konstanter Anteil und
ein intervallbehafteter Anteil. Gleichung (12) ldsst sich
nun mit Hilfe einer Reihenentwicklung erster Ordnung
(siehe Gleichung (7)) losen

d' = (Eo - Kpoa —w’M) - f+ ..
+ (Bo - Kpoa — M) (—AE - Kppo) - -
: (EO “Kinod — W2M)_1 f (13)

Der erste Summand ist dabei konstant, wohingegen der
zweite Term einen intervallbehafteten Faktor beinhal-
tet, der komplett vor die Matrixmultiplikationen gezo-
gen werden kann. Damit kann das Gleichungssystem un-
abhéingig von jeglichen Parameterunsicherheiten gelost
werden und anschliefend mit Hilfe der Intervallarithme-
tik aufsummiert werden.

Abbildung 1: Diskretisierte Platte mit Anregung durch
Punktkraft
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Unsichere Dichte

Analog zum Elastitdtsmodul und dessen Einfluss auf die
Steifigkeitsmatrix ist die Massenmastrix direkt propor-
tional zur Dichte. Dementsprechend kann in dem Fall
einer unsicheren Dichte diese als Faktor vor die Massen-
matrix gestellt werden M = p - M,,,,q. Damit folgt aus
Gleichung (9)

[K—w2~p~Mmod]~u:f . (14)

Fiir eine intervallbehaftete Dichte p = pg + Ap = po +
[—dp, dp] ergibt sich daraus entsprechend

[K - w2 : (pO + Ap) : Mmod] U= f . (15)
Diese Gleichung wird wiederum umgeformt zu

d:[(K_WQ'pO'Mmod)_WQ'Ap'Mmod}il'f :
(16)

Sie ldsst sich mit Hilfe der Reihenentwicklung erster Ord-
nung (siehe Gleichung (7)) zu

d' = (K —w?-po-Myoa) - [+
4 (K= w? po-Muoa) - (- Ap-Mypod) - ...
. (K - W2P0 : ]-v—[mod)_1 : f (17)

16sen. Auch diese Losung enthélt entsprechend einen kon-
stanten und einen intervallbehafteten Anteil, aus deren
Summe letztendlich das unsichere Ergebnis resultiert.

Ergebnisse

Im Folgenden werden die Ergenisse der dargestellten Vor-
gehensweise beschrieben.

Unsicherer Elastizitidtsmodul

Abbildung 2 zeigt die Verschiebung eines Knotens in
Abhéngigkeit der Frequenz bei einem unsicheren Elasti-
zitdtsmodul. Aufgetragen sind dabei sowohl der Modal-
wert als auch das Infimum und das Supremum, die mit
Hilfe der Reihenentwicklung berechnet wurden. Zu Ver-
gleichszwecken sind zusétzlich der Modalwert, das Infi-
mum und das Supremum dargestellt, die aus der Losung
von Gleichung (9) mit dem Modalwert, dem Infimum so-
wie dem Supremum des Elastizitdtsmoduls resultieren.
Es ist zu erkennen, dass es im Bereich der Eigenfre-
quenz zu deutlichen Abweichungen, jedoch nur zu gerin-
gen Uberschitzungen des Ergebnisses fithrt. Im Fall des
Supremums kommt es sogar zu einer Unterschétzung.

Abbildung 3 zeigt den absoluten Fehler aufgetragen iiber
der Frequenz. Auch hier zeigt sich, dass die tatséchlichen
Abweichungen vergleichsweise hoch sind. Um das Ergeb-
nis besser einordnen zu kénnen, wird daher ein relativer
normativer Fehler e der Losung

_ ||dReihe - dVergleich” (18)
||dVergleich||

in Abhéngigkeit der Losung mit Hilfe der Reihenent-
wicklung dgeine und der Vergleichslosung dyergieicn, also
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der Losung von Gleichung (9) mit den zugehorigen Wer-
ten, bestimmt. Es ergibt sich dabei ein mittlerer norma-
tiver Fehler von e = 1,0033. Das heifit, dass die Ab-
weichungen der Vektornormen gemittelt iiber die Platte
verhéltnismafig gering sind.

1 T T T T T T

T

Modalwert Reihe

Infimum Reihe

—— Supremum Reihe
Modalwert

- = = Infimum

- = = Supremum

0.8

o
=
T

o
=
T

o
o
T

Verschiebung [mm]

04 I I i
95

| | | |
100 105 110 115 120
Frequenz [Hz]

Abbildung 2: Verschiebung eines Knotens bei unsicherem
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Abbildung 3: Fehler der Verschiebung eines Knotens bei un-
sicherem Elastizitdtsmodul

Unsichere Dichte

Analog zum vorangegangen Abschnitt zeigt Abbildung
4 die Verschiebung eines Knotens in Abhéngigkeit der
Frequenz bei einer unsicheren Dichte. Aufgetragen sind
dabei wieder sowohl der Modalwert als auch das Infi-
mum und das Supremum, die mit Hilfe der Reihenent-
wicklung berechnet wurden. Zu Vergleichszwecken sind
zuséitzlich der Modalwert, das Infimum und das Supre-
mum dargestellt, die aus der Losung von Gleichung (9)
hervorgehen. Es ist wie auch beim unsicheren Elasti-
zitdtsmodul zu erkennen, dass es im Bereich der Eigen-
frequenz zu deutlichen Abweichungen, jedoch nur zu ge-
ringen Uberschiitzungen des Ergebnisses fiihrt.

Abbildung 5 zeigt den relativen Fehler bezogen auf den
Vergleichswert aufgetragen iiber der Frequenz. Auch hier
zeigt sich, dass die relativen Abweichungen ausschliellich
nahe der Eigenfrequenz vergleichsweise hoch sind. Auch
in diesem Fall wird daher ein relativer normativer Fehler
e aus Gleichung (18) bestimmt. Es ergibt sich dabei ein
mittlerer normativer Fehler von e = 1,3585. Das heif}t,
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dass die Abweichungen der Vektornormen gemittelt iiber
die Platte verhaltnisméafig gering sind.
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Abbildung 4: Verschiebung eines Knotens bei unsicherer
Dichte
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Abbildung 5: Relativer Fehler der Verschiebung eines Kno-
tens bei unsicherer Dichte

In beiden Fillen, sowohl fiir einen unsicheren Elasti-
zitdtsmodul als auch fiir eine unsichere Dichte, zeigt das
Verfahren sinnvolle Ergebnisse und ein gutes Verhalten.
Es konnte damit dessen Anwendbarkeit des Verfahrens
gezeigt werden. Konkret im Bereich von Eigenfrequen-
zen ist das vorgestellte Vorgehen fiir die Bestimmung lo-
kaler Groflen nicht geeignet. Dies liegt daran, dass die Ei-
genwerte der Matrix C auch im intervallbehafteten An-
teil dominieren. Eine Korrektur der Eigenwerte sowie -
vektoren der Systemmatrix in Richtung der Systemma-
trizen von Imfimum und Supremum kann dagegen Ab-
hilfe schaffen. Dies ist insbesondere bei weiterfithrenden
Rechnungen sowie gekoppelten Systemen sinnvoll.

Fiir globale Abschétzungen hingegen sind sinnvolle
Aussagen mit Hilfe des Verfahren moglich. Es wird
weiterhin davon ausgegangen, dass die Methode zur
Abschétzung akustischer gemittelter Groflien, wie dem
Schallddmmmaf} oder auch einem mittleren Schalldruck
im Fluid, sehr gut geeignet ist.

Zusammenfassung

Es wurde eine Methode vorgestellt, um ein intervallbehaf-
tetes FE-System mit Hilfe der FEM zu l6sen. Dabei wur-



de gezeigt, dass das Verfahren prinzipiell dazu geeignet
ist, Ergebnisintervalle fiir FE-Systeme abzuschitzen, je-
doch einzelne Einschrinkungen existieren. Weiterfithrend
ist das vorgestellte Anwendungsbeispiel um ein Fluid und
die Kopplung zwischen Struktur zu erginzen sowie eine
Anpassung der FEigenwerte und -vektoren der Systemma-
trizen vorzunehmen.
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