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Einleitung
Akustische Eigenschaften gewinnen in vielen Ingenieurs-
disziplinen zunehmend an Bedeutung, was zu einer ver-
mehrten Betrachtung von akustischen Zielgrößen in nu-
merischen Entwurfsprozessen führt. Als Entwurfsprozess
wird hierbei die Untersuchung einer akustischen Ziel-
größe y in Abhängigkeit von Frequenz f und Entwurfspa-
rametern φ betrachtet,

y = M(f, φ) , (1)

wobei M(f, φ) ein numerisches Modell bezeichnet
(üblicherweise Finite-Elemente-Methode (FEM) oder
Boundary-Elemente- Methode (BEM)). Im Entwurfspro-
zess wird das numerische Modell für Aufgaben wie Op-
timierung oder Unschärfequantifizierung genutzt, was in
der Regel so viele Auswertungen des Berechnungsmodells
erfordert, dass der Rechenaufwand für komplexe akusti-
sche Fragestellungen nicht tragbar ist. Ein gängiger An-
satz zur Lösung dieses Problems ist die Verwendung so-
genannter Meta- oder Surrogatmodelle

y ≈ M̃(f, φ) , (2)

die eine günstige Approximation des rechenintensiven nu-
merischen Modells aus einem relativ kleinen Datensatz
konstruieren. Der Einsatz von Meta-Modellen (MM) ist
in der Akustik weit weniger gebräuchlich als in anderen
Anwendungsbereichen, da das frequenzabhängige Ant-
wortverhalten hochgradig nichtlinear sein kann und so-
mit schwer vorhersehbar ist und umso mehr Daten erfor-
dert. In anderen hochkomplexen Anwendungsfeldern wie
der numerischen Strömungsmechanik oder Strukturme-
chanik haben in den letzten Jahren Multi-Fidelity (MF)
Methoden ihr Potenzial zeigen können, die Problematik
von

”
zu wenigen Daten für ein zu komplexes System-

verhalten“ zu verringern. MF Methoden versuchen, den
Spagat zwischen numerischer Genauigkeit und tragba-
rer Anzahl von Berechnungen zu lösen, indem sie einige
wenige rechenintensive Daten eines sogenannten High-
Fidelity (HF) Modells MHF(f, φ) mit vielen günstigen
Daten eines weniger genauen Low-Fidelity (LF) Modells
MLF(f, φ) kombinieren. Der Einsatz von MF-MM ist in
der Akustik bisher kaum untersucht.

Der vorliegende Beitrag konzentriert sich auf die Ver-
wendung solcher MF Daten in einem MM anhand ei-
nes akustischen Testfalls, wobei sich auf die Verwendung
gröberer Diskretisierungen als LF Modell beschränkt
wird. Der Fokus liegt hierbei darauf, mehr einen gene-
rellen Eindruck von den Möglichkeiten und Problemen
eines MF Ansatzes zu geben als ein optimales Setup vor-
zustellen.

Multi-Fidelity Modelle
Für ein MF-MM bedarf es einerseits eines MF Datensat-
zes und andererseits ein mathematischen Modells, wel-
ches die Informationen der einzelnen MF Level zu ei-
nem gemeinsamen MM zusammenbringt. Verschiedene
Möglichkeiten zur Erzeugung von MF Daten wurden z. B.
von Pehesdorfer et al. [1] aufgezeigt. Für Akustiksimu-
lationen ist eine Variation der räumlichen Diskretisie-
rung die naheliegende und am einfachsten umzusetzen-
de Möglichkeit, weshalb sich im Folgenden darauf be-
schränkt wird. Ein MF Datenset besteht aus einer Se-
quenz von s Datensets, wobei die Qualität und somit das
Fidelity-Level mit dem Index aufsteigt. In den meisten
Fällen ist s = 2, was zu einem LF FE-Modell (i = 1) und
einem HF FE-Modell (i = 2) führt. Für die Datenfusion
wurde einer der wichtigsten Grundsteine durch Kenne-
dy’s und O’Hagans [2] autoregressiven Gauss-Prozess ge-
legt. Multi-Fidelity Gaussprozesse (MF-GPs) sind mitt-
lerweile ein relativ gut verstandenes Werkzeug, siehe z. B.
[3]. Die einfachste Version eines linearen MF-GPs hat die
Form

M(1)(x) = GP(1)(x) , (3)

M(i)(x) = ρ(i−1)(x) · GP(i−1)(x) + δ(i)(x), 1 < i ≤ s,

mit dem MF-GP auf Level i, GP(i), einem Skalierungs-
term ρ(i−1)(x) und einem Diskrepanzterm δ(i)(x), der
ebenfalls ein GP ist. Die Grundannahme für ein solches
Modell ist ein Zusammenhang zwischen LF und HF, der
mathematisch einfacher zu lernen ist als das HF Mo-
dell selbst. So kann mit großzügig vorhanden LF Daten
das komplexe generelle Verhalten des Systems gut ge-
lernt werden, während von den spärlich vorhandenen HF
Daten nur der einfachere LF-HF Zusammenhang erlernt
werden muss. Ein einzelner GP ist hierbei definiert als
Zufallsfunktion

Y(x) ∼ GP (µ(x), k(x, x∗)) . (4)

mit Mittelwertsfunktion µ(x) = E [Y(x)] und Kovarianz-
kernel k(x, x∗) = cov (Y(x),Y(x∗)). Bei Verwendung von
parametrisierten Mittelwerts- und Kovarianzfunktionen
kann der GP durch das Optimieren der internen Hyper-
parameter als Regressions- oder Interpolationsmodell ge-
nutzt werden. Der Kernel spielt hierbei die wichtigste
Rolle, da in ihm die grundlegenden funktionalen Eigen-
schaften des GPs wie Glattheit und Stetigkeit festgelegt
sind. Für tiefer gehende Informationen zu GPs im Allge-
meinen sei hier auf das Standardwerk von Rasmussen [4]
verwiesen.

In diesem Beitrag wird der Aufbau des MF-GPs re-
lativ einfach gehalten und keine Diskussion über ei-
ne optimale Modellauswahl in Bezug auf die Wahl des
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Kernels und des Skalierungsterms geführt. Es wird ein
Matérn3/2 Kernel und eine konstante Mittelwerts- und
Skalierungsfunktion verwendet, wobei die Hyperparame-
ter via Maximum-Likelihood-Estimation bestimmt wer-
den. Die resultierenden Ergebnisse sind ohne ganzheitli-
che Modellselektion folglich nicht als absolutes Maß zur
Abschätzung der Performance von MF-MM zu verste-
hen. Sie liefern jedoch einen guten Eindruck über das
grundsätzliche Potenzial und die Herausforderungen die-
ser Modellklasse.

Akustischer Testfall
Als Testbeispiel wird das in Abb. 1 links ge-
zeigte einfache, zweidimensionale Innenraumproblem
im Frequenzbereich betrachtet. Gelöst wird die 2D-
Helmholtzgleichung mittels der FEM, um die Fre-
quenzantwort des Schalldrucks p(f) an Position P1 (Mit-
telwert der umliegenden Punkte) in Luft (Dichte ρ0 =
1.225 kg/m3, Schallgeschwindigkeit c0 = 340m/s) im Be-
reich von 50Hz bis 1000Hz als Folge von einer über
die Frequenz konstanten Neumann-Randbedingung ν̄n
als Anregung zu berechnen. Als Randbedingungen liegt
auf Γ0 eine nicht reflektierende Randbedingung (ρ0c0)
vor, während die verbleibenden Ränder Γ mit einer Impe-
danzrandbedingung modelliert werden. Das Modell wird
parametrisiert durch einen variablen Realteil der Wan-
dimpedanz Z und den Geometrieparameter L, der die
x-Position der unteren linken Ecke des Raumes vari-
iert. Der Parameterraum ist zu Z ∈ [416, 8320] kg

m2·s
und L ∈ [0, 0.2]m gewählt. Die Diskretisierung des FE
Modells erfolgt mittels linearer Quad-Elemente. Es wer-
den zwei verschiedene Diskretisierungen als HF bzw.
LF Modell verwendet, wie in Abb. 1 rechts dargestellt.
Das HF Modell weist eine durchschnittliche Element-
größe von hHF = 33mm auf, das LF Modell hingegen
hLF = 100mm, wodurch sich eine Auflösung von zehn
Elementen pro Wellenlänge bis 1021Hz bzw. 340Hz für
das HF bzw. LF Modell erreichen lässt. Das LF Modell
ist somit erheblich unterdiskretisiert und lässt entspre-
chend wachsende Fehler mit steigender Frequenz erwar-
ten. Prinzipiell kann das Fehlerverhalten über die Fre-
quenz grob in drei Abschnitte unterteilt werden. Unter-
halb von 340Hz ist das LF Modell hinreichend genau
und keine großen Differenzen zwischen HF und LF sind
zu erwarten. Zwischen 340Hz und 567Hz (sechs Elemen-
te/Wellenlänge) sollte das LF Modell noch das gleiche
Verhalten wie das HF Modell zeigen, jedoch mit klei-
neren Abweichungen und einer zunehmenden Frequenz-
verschiebung infolge des wachsenden Dispersionsfehlers.
Jenseits von 567Hz wird das Fehlerverhalten zunehmend
chaotisch, da die Wellenform nicht länger zuverlässig auf-
gelöst werden kann und auch der Dispersionsfehler außer-
halb seines gleichmäßigen Konvergenzbereichs liegt. Die
LF Diskretisierung ist bewusst so gewählt, dass alle drei
Bereiche deutlich vertreten sind, um einen Eindruck zu
vermitteln, wie weit ein LF Modell nutzbare Informatio-
nen liefern kann. Da der Dispersionsfehler ein absehbares
Problem darstellt, werden im Vergleich normale Gauss-
integrierte, lineare Elemente und dispersionsreduzierend
integrierte Elemente verwendet, siehe z. B. [5].
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Abbildung 1: Testbeispiel eines akustischen Innenraums
(links) und HF bzw. LF Diskretisierung (rechts). Alle
Längenangaben in mm.

MF Modellaufbau
Das Ziel des Ersatzmodells ist die Vorhersage des Schall-
drucks p(f, Z, L) über den Parameter- und Frequenzbe-
reich. Ein MM zu finden, dass gleichzeitig in Frequenz
und Parameterdimension das Antwortverhalten erlernen
kann, ist extrem herausfordernd, da in den verschiedenen
Dimension sehr unterschiedliches Verhalten auftritt. Die-
ser Beitrag beschränkt sich darauf, die Abhängigkeit in
Parameterdimension zu modellieren, da für die Frequenz-
dimension andere Techniken wie Padé-Methoden bessere
Ergebnisse versprechen. Folglich wird die Frequenz als
aktive Dimension herausgenommen und die Parameter-
abhängigkeit für jede Frequenz durch ein eigenes MM
erlernt. Dieses Vorgehen ist keine optimale Lösung, da
eine Nichtberücksichtigung der Frequenzdimension einen
Teil der theoretisch vorhandenen Informationen über das
Antwortverhalten dem Modell vorenthält.

Nach Festlegung des Modellierungsszenarios gilt es, einen
MF Datensatz mit geeignetem Design of Experiments
(DoE) zu erzeugen. Um Vergleichbarkeit von norma-
len SF-MM und MF-MM zu ermöglichen, haben bei-
de das gleiche Budget zur Datenerzeugung. Im ersten
Schritt wird somit ein maximales Budget von N = 50
HF Modellauswertungen festgelegt, wobei Latin Hyper-
cube Sampling als DoE verwendet wird. Für das MF-
MM werden 10% der Samples vom HF in LF Samples
investiert. Die resultierende Anzahl an LF Auswertun-
gen ergibt sich aus dem Kostenfaktor pro Modellauswer-
tung zwischen HF und LF Modell. Dieser Kostenfaktor
lässt sich für hinreichend große FE Modelle durch die Ko-
sten der Lösung des resultierenden linearen Gleichungs-
systems abschätzen. Für den hier gezeigten Testfall liegt
der Faktor bei ca. 39. Für größere und insbesondere drei-
dimensionale FE-Modelle sind hier noch weitaus größere
Faktoren zu erreichen. Mit dem Kostenfaktor lassen sich
aus dem Budget von 5 der HF Samples folglich 39·5 = 195
LF Samples generieren. Für das MF-MM ergibt sich so-
mit ein Sampling von NHF = 45 und NLF = 195. Die
verwendeten MM sind, wie oben beschrieben, GPs mit
Matérn3/2 Kovarianzkernel. Verglichen werden die Er-
gebnisse eines normalen GPs mit denen eines MF-GPs.

DAGA 2023 Hamburg

1032



Als Bewertungskriterien werden der mittlere absolute
Fehler (mean absolute error, MAE) und der maximale
absolute Fehler (maxAE) zu einer Referenzlösung auf ei-
nem 35× 35 Gitter in Z und L verwendet.

Ergebnisse und Diskussion
Wie zuvor bereits erläutert, muss in dem gewählten Se-
tup für jede Frequenz ein MM gelernt werden. Um die
Herausforderung dieser Aufgabe zu demonstrieren, sind
in Abb. 2 die Frequenzantworten des HF und LF FE-
Modells und die des dispersionsoptimierten LFopt FE-
Modells für eine feste Parameterkonstellation gezeigt. In
Abb. 3 sind dazu exemplarisch die Parameterantworten
für drei feste Frequenzen [115, 654, 850]Hz gezeigt, die
jeweils in die zuvor erläuterten drei Kategorien fallen.
Hier ist deutlich zu sehen, dass für 115Hz kaum sichtba-
rer Unterschied zwischen HF und LF besteht, während
für 654Hz die Diskrepanz zwar sichtbar ist, jedoch das
Antwortverhalten noch sehr ähnliche Formen hat. Bei
850Hz scheint das Antwortverhalten auf LF und HF
kaum erkennbaren Zusammenhänge mehr zu haben. Dar-
aus ergibt sich die Frage, wie weit tatsächlich ein MF-
MM die Zusammenhänge noch nutzen kann, ab wann
es zu versagen beginnt und, als durchaus entscheidender
Punkt, ob im Falle des Versagens die Ergebnisse des MF-
MM schlechter sind als die eines normalen HF-MM. Für
die Bewertung des MF Ansatzes werden der MAE bzw.
maxAE des MF-MM, des SF-MM und der LF-HF Feh-
ler, alle jeweils an den 35 × 35 Referenzpunkte, für jede
Frequenz berechnet. Der SF Fehler ist hier die Referenz-
größe, durch die abzuschätzen ist, ob ein MF-MM einen
Gewinn bringen kann. Der LF-HF Fehler gibt eine Ori-
entierung für die Qualität der LF Daten. In Abb. 4 sind
der MAE und der maxAE für LF-HF, SF und MF dar-
gestellt, jeweils für die Verwendung eines normalen FE-
Modells und für die Verwendung von Dispersionsreduk-
tion für die Erzeugung der Daten. Es lässt sich auf den
ersten Blick erkennen, dass die LF Simulation allein kei-
ne Lösung bietet. Der geringe maximale Fehler aber hohe
durchschnittliche Fehler bereits für niedrige Frequenzen
zeigen, dass ähnliches Verhalten mit gleichmäßigem Feh-
ler vorliegt (vergleichsweise hoher Bias, aber niedrige Va-
rianz). Dieses Verhalten ist bis ca. 400Hz erkennbar. In
diesem Bereich ist folglich das MF-MM in Bezug auf den
MAE klar überlegen. Die Diskrepanz zwischen LF und
HF ist gleichmäßig und kann entsprechend gut korrigiert
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Abbildung 2: Frequenzantworten der HF, LF und LFopt FE-
Modelle für eine feste Parameterkonstellation
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Abbildung 3: Parameterantwort auf HF (farbig) und LF
(schwarz-weiß) Level bei drei verschiedene Frequenzen

werden. In diesem Bereich führt die Dispersionsreduktion
auch eher zu einer Verschlechterung der Genauigkeit, da
der Dispersionsfehler hier noch sehr gering ist und der ne-
gative Effekt des induzierten Integrationsfehlers sichtbar
wird. Im mittleren Frequenzbereich kann das MF-MM bis
ca. 600Hz konstant bessere Ergebnisse liefern als das SF-
MM. Die Dispersionsreduktion führt in diesem Bereich zu
teilweise deutlichen Verringerungen des Fehler und zu ei-
ner Überlegenheit gegenüber dem SF-MM bis ca. 725Hz.
Es muss aber klar hervorgehoben werden, dass besonders
im Bereich um 725Hz das MF-MM schlechtere Ergebnis-
se liefert als das SF-MM und zumindest für den Fall ohne
Dispersionsreduktion auch den insgesamt größten Fehler
aufzeigt. Hier tritt also tatsächlich der Fall ein, dass das
MF-MM zu einer Verschlechterung führt, noch dazu an
einer kritischen Stelle. Da dieses Verhalten jedoch erst
bei einer Frequenz auftritt, bei der das LF Modell weit
außerhalb seines Vertrauensbereichs liegt, sollte die MF
Idee damit nicht generell verworfen werden. Oberhalb
von rund 800Hz ist der Fehler des MF-MM entgegen der
intuitiven Erwartung nicht deutlich höher, sondern teil-
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weise sogar unter dem SF Fehler. Eine mögliche Ursache
kann hier im Antwortverhalten des gewählten Testfalls
liegen. Das in Abb. 3 für 850Hz gezeigte Verhalten ist re-
präsentativ für die Antwortflächen bei höheren Frequen-
zen. Im Bereich von niedrigen Impedanzen tritt immer
ein Tal und ein steiler Anstieg zum Rand des Gebiets hin
auf, während im Inneren des Gebiets zunehmend stark
variierendes Verhalten auftritt. Ab einem gewissen Punkt
ist zu erwarten, dass das HF Sampling kaum in der La-
ge ist, dieses komplexer werdende Verhalten abzubilden.
Das MF-MM ist hier genauso betroffen und kann inner-
halb des Gebietes auch keinerlei LF Informationen nut-
zen, da hier das Verhalten vollkommen anders aussieht.
Im Randbereich für niedrige Impedanzen findet sich aber
frequenzunabhängig ein sehr ähnliches Verhalten von LF
und HF, weshalb hier die LF Information sehr wohl zu
einer Verbesserung der Vorhersage führen kann. In die-
sem Bereich des Parameterraums ist das Antwortverhal-
ten fast frequenzinvariant und somit kaum durch den Di-
spersionsfehler betroffen. Jenseits von 800Hz lässt sich
das Verhalten so zusammenfassen, dass sowohl SF als
auch MF größtenteils nicht über ausreichend Daten für
ein Approximationsmodell verfügen, das MF-MM jedoch
in einem kleinen Bereich Vorteile nutzen kann.
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Abbildung 4: MAE (oben) und maxAE (unten) über die
Frequenz dargestellt

Fazit und Ausblick
Die in diesem Beitrag gezeigten Ergebnisse sollen einen
groben Eindruck von den Möglichkeiten von MF-MM
in akustischen Fragestellungen vermitteln. Es konnte für
den vorgestellten Testfall gezeigt werden, dass in einem
MF Framework aus einem unterdiskretisierten LF FE-
Modell auch weit außerhalb seines direkt nutzbaren Fre-
quenzbereichs noch Nutzen gezogen werden kann. Der

Dispersionsfehler ist hierbei aber klar der limitierende
Faktor. Mit dem hier gezeigten Vorgehen, bei dem die
Frequenz nicht als Modellparameter einbezogen wird,
kann dieser Fehler nicht korrekt durch das MM gelernt
werden. Wie von den Autoren in früheren Publikationen
gezeigt, verhält sich der Dispersionsfehler in Frequenz-
richtung jedoch nicht glatt und ist somit auch bei Ein-
beziehung der Frequenz kaum zu modellieren [6]. Der
Einsatz von Dispersionsreduktion zeigt hier bis zu ei-
nem gewissen Grad bessere Ergebnisse und erweitert
die Frequenzreichweite, in der das LF Modell genutzt
werden kann. Insgesamt bleiben noch viele Punkte of-
fen, die weiter analysiert werden müssen. Der Testfall
muss angepasst und erweitert werden, um die Allge-
meingültigkeit der Beobachtungen zu erproben. Insbe-
sondere der gewählte Impedanzbereich deckt nicht alle
Szenarien ab und ist als frequenzunabhängig angenom-
men nicht der Realität entsprechend. Ferner gilt es, die
Grenzen des Potenzial der Methode durch systematische
Modellselektion beim GP weiter auszureizen. Hier liegen
z. B. additive Kernelstrukturen auf der Hand, die flexibler
sind, wenn es darum geht, sich automatisch an sehr un-
terschiedliches Verhalten für unterschiedliche Frequenzen
anzupassen. Gleiches gilt für nichtlineare Diskrepanzter-
me. Der Aufbau eines komplexeren MF-MM birgt jedoch
das Risiko, dass das Modelltraining unzuverlässiger wird
und kein brauchbares lokales Optimum der Hyperpara-
meter gefunden wird. In dem hier gezeigten Vorgeben
von einem automatisch trainierten Modell pro Frequenz
ist die Zuverlässigkeit des Modelltrainings ein erheblicher
Faktor. Als letzter Punkt beim Ausreizen des Potenzials
bleibt die Erprobung an 3D FE Problem, wo der Ko-
stenfaktor zwischen HF und LF noch viel effizientere MF
Samplings zulässt und bessere Ergebnisse zu erwarten
sind. Insgesamt bleibt somit noch viel Raum für weitere
Forschung und mögliches Potenzial von MF Techniken in
der Akustik.
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