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Email: christian.kasess@oeaw.ac.at

Einleitung
Die 2.5D Helmholtz-Randelementmethode (BEM) er-
laubt die Berechnung eines dreidimensionalen Schallfel-
des bei unendlich langem, konstanten Querschnitt des
schallreflektierenden Objekts [1, 2, 3]. Im Gegensatz zur
reinen 2D-BEM (siehe z.B. [4]), welche nur koheränte Li-
nienquellen erlaubt (d.h. das Feld ist konstant über die
gesamte Länge), ist im 2.5D-Fall die Definition von 3D-
Punktquellen und inkohärenten Linienquellen möglich.
Hierfür ist die Lösung vieler 2D-Berechnungen mit un-
terschiedlicher Wellenzahl notwendig. Über eine Fourier-
Rücktransformation wird aus diesem 2.5D-Raum in den
Ortsraum zurückgerechnet. Um die Anzahl der vielen
und relativ teuren 2D-BEM-Berechnungen gering zu hal-
ten, ist es wichtig eine geeignete Quadraturmethode für
die Rücktransformation zu verwenden. In [3] wurde ge-
zeigt, dass ein Filon-Ansatz [5], welcher oszillierende Ter-
me implizit in den Quadraturgewichten berücksichtigt,
kombiniert mit der Clenshaw-Curtis-Quadratur [6, 7, 8]
eine effiziente Methode für stationäre Quellen im Fre-
quenzbereich darstellt. Eine zusätzliche Steigerung der
Effizienz der Clenshaw-Curtis-Filon-Quadratur (CCF),
vor allem in großen Entfernungen, wurde durch eine
näherungsweise Kompensation der inheränten Oszillati-
on der BE-Lösungen erreicht. Ziel dieser Arbeit ist es,
basierend auf dem beschriebenen Ansatz effiziente Me-
thoden zu finden, um für gleichförmig bewegte, breitban-
dige Quellen eine Rücktransformation in den Zeitbereich
zu finden. Eine solche Methode könnte verwendet wer-
den, um z.B. bewegte Schallquellen in komplexen geome-
trischen Situation zu auralisieren. Verschiedene Ansätze
wurden untersucht und mittels eines Testbeispiels vergli-
chen.

Methoden
2.5D-BEM
Die folgenden Ausführungen beziehen sich auf ein 2.5D-
BE-Problem dessen Querschnitt in der y-z-Ebene defi-
niert ist und welcher konstant entlang der x-Richtung ist.
Wenn sich eine Quelle entlang x mit der Geschwindigkeit
vs bewegt, so ist der Schalldruck unter Verwendung der
Helmholtz-BEM an der Position (x, y, z) gegeben durch

p(x, y, z, t) =
1

(2π)2

∫ ∫
ŝ(ω − vskx)·

· q
(
y, z,

√
ω2/c2 − k2x

)
eikxxe−iωtdkxdω.

(1)

ŝ ist die Fouriertransformation des Quellsignals s(t) bzgl.
der Zeit, kx ist die Wellenzahl in x-Richtung und q ist das
Ergebnis der 2D-BEM für die Wellenzahl

√
ω2/c2 − k2x.

Der Einfachheit halber wurde angenommen, die Quelle

befindet sich zum Zeitpunkt t = 0 bei x = 0 . Beide
Integrale in Gleichung (1) gehen von −∞ bis ∞. Der
Unterschied zur unbewegten Quelle mit vs = 0 zeigt
sich dadurch, dass das Quellspektrum abhängig von der
Geschwindigkeit und der Wellenzahl kx von ω weg ver-
schoben wird was im Zeitbereich dann zum bekannten
Doppler-Effekt führt.

Für eine Auralisierung ist es notwendig, beide
Rücktransformationsintegrale numerisch zu berechnen.
Dazu wird folgender Ansatz verfolgt: das kx-Integral
wird mittels der Methode in [3] berechnet, und die
Rücktransformation in den Zeitbereich mittels ei-
ner inversen diskreten Fouriertransformation (IDFT)
durchgeführt, d.h. es ist ein regelmäßiges ω-Gitter
notwendig.

Filon-Ansatz
Die Details zu der 2.5D-Quadratur sind in [3] nachzu-
lesen, es folgt nur eine kurze Übersicht. Aufgrund des
Oszillationsterms eikxx in Gleichung (1) bietet sich eine
Quadratur mit Filon-Ansatz [5] an:

f(x) =

kx,o∫

kx,u

f̂(kx)e
ikxxdkx ≈

∑
n

f̂(kx,n)wn(x). (2)

Die Quadraturgewichte wn(x) sind abhängig von der Os-

zillation. Unter der Annahme, dass f̂(kx) über das Inte-
grationsintervall ausreichend glatt ist, ist dieser Ansatz
effizienter als eine normale Quadratur. Prinzipiell kann
der Filon-Ansatz mit verschiedenen Quadraturmetho-
de kombiniert werden. Die Clenshaw-Curtis-Quadratur
[6, 7] hat den Vorteil, dass das Gitter beliebig oft verfei-
nert werden kann, ohne alle Quadraturpunkte (2D-BE)
neu berechnen zu müssen.

Die Funktion f̂(kx) ist im bewegten 2.5D-Fall ein Pro-
dukt aus q(y, z,

√
ω2/c2 − k2x) und ŝ(ω−vskx). Als Funk-

tion von kx oszilliert q mit steigender Entfernung des
Auswertepunktes von der Quelle in der y − z-Ebene im-
mer schneller. In [3] wurde gezeigt, dass eine linearisierte
Demodulation unter Verwendung der Distanz zwischen
Quelle und Empfänger über das jeweilige Integrations-
intervall die Anzahl der Quadraturpunkte vor allem bei
großen Abständen deutlich reduzieren kann.

Je nach Berechnung von ŝ(ω) kann ein Phasengradient
vorliegen (ähnlich einer Gruppenlaufzeit tg), welche für
hohe Oszillationen verantwortlich sein kann. Dieser kann
ähnlich wie bei der Oszillation von q aus dem Spektrum
herausgerechnet und in die Berechnung der Quadratur-
gewichte hineingerechnet werden.
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Die Berücksichtigung der Oszillationen der beiden
Funktionen führt zu folgender kx-Aufspaltung für die
Rücktransformation:

p̂(x, y, z, ω) =
1

(2π)

∑
n

kx,n+1∫

kx,n

(
ŝ(ω − vskx)e

−ikxtgvs
) ·

·
(
q(y, z,

√
ω2/c2 − k2x)e

−iankx

)
·

· eikx(x+tgvs+an)dkx. (3)

an ist der Phasengradient, der durch die Linearisierung
des Wurzelausdrucks in q und der Entfernung Quelle-
Empfänger für das n-te Integrationsintervall berechnet
wird. Weitere Details, vor allem zur Bestimmung geeig-
neter Integrationsintervalle, sind in [3] nachzulesen.

Ein weiterer wichtiger Punkt ist die Auswertung des
Quellspektrums ŝ an beliebigen Stellen. Wenn ein ab-
getastetes Quellsignal verwendet wird, so liegt ŝ typi-
scherweise als DFT vor und ist daher nur an diskreten,
äquidistanten, Frequenzpunkten bekannt. Daher ist es
notwendig, das Spektrum zu interpolieren. Der natürliche
Ansatz ist es, eine sinc-Interpolation zu verwenden, was
einem Zero-Padding im Zeitbereich entspricht. Ob auch
andere Interpolationsmethoden wie lineare oder Spline-
Interpolation möglich sind, soll untersucht werden.

Testsignal
Um verschiedene Ansätze für die CCF-Quadratur zu
evaluieren, wurde ein bandbegrenztes Gaußsches Rau-
schen als Quellsignal verwendet. Die Samplingfrequenz
war 2 kHz, und es wurde ein Bandpass mit 100 - 500Hz
angewendet. ŝ wurde über eine DFT berechnet. Die Dau-
er des Signals war 0.8 s, wobei Beginn und Ende mit-
tels Cosinus-Rampe mit 0,05 s Dauer modifiziert wurden.
Diese Signal wurde dann auf 1 s mittels Zero-Padding
verlängert. Dies war nötig, um Wrap-Around-Effekte im
unbewegten Beobachtungspunkt zu vermeiden.
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Abbildung 1: Referenzsignal. Im Zeitbereich simuliertes Si-
gnal einer bewegten Quelle in 5m (schwarz) und 25m Entfer-
nung in der y-z-Ebene (rot).

Es wurde eine Quelle angenommen, die sich mit einer
Geschwindigkeit von 50m/s und in einer Höhe von 0,5m
über einer reflektierenden Halbebene bewegt. Unter der
Annahme freier Schallausbreitung ist die Funktion q da-
her die Summe zweier Hankel-Funktionen H0 (Quelle

Abbildung 2: Examplarischer Methodenvergleich. Gezeigt
wird das Ergebnis für 25m Abstand zur Quelle mit der CCF-
Methode und Demodulation in q und ŝ (blau) und einer GK-
Quadratur (orange). Oben: Vergleich des Ergebnisses nach
der kx-Integration dargestellt. Das Referenzspektrum (DFT
des Zeitsignals) ist schwarz dargestellt. Mitte: Die Anzahl der
benötigten Funktionsevaluationen dargestellt. Unten: Relati-
ver Fehler als Funktion der Signalamplitude dargestellt. Jeder
Punkt ist ein Zeitpunkt im Empfängersignal.

+ Spiegelquelle). Stationäre Empfänger wurden in ver-
schiedene 2D-Entfernungen von 5-55m bei x = 25m
platziert. Einerseits wurde der Effekt der spektralen In-
terpolation untersucht, andererseits Effizienzsteigerun-
gen durch Demodulation von q über die Entfernung und
von ŝ über die Gruppenlaufzeit bzw. den Phasengradien-
ten. Als Referenzmethoden dienten einerseits die Zeitbe-
reichsformulierung für eine bewegte Quelle [1], anderer-
seits auch eine adaptive Gauss-Kronrod-Quadratur (GK,
quadgk in Matlab). Es wurden ein relatives (τr =10−4)
und zwei absolute Abbruchkriterien (τa =10−6 und 10−7)
definiert. Die Fehlerschätzung erfolgte über die Diffe-
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Abbildung 3: Rechenaufwand. Dargestellt ist die Anzahl
der Funktionsaufrufe als Funktion der Entfernung Quelle-
Empfänger. Rot zeigt das Ergebnis der GK-Quadratur. Blau
zeigt das Ergebnis der CCF ohne und grau mit Demodulation
in ŝ. Ergebnisse ohne Demodulation in q sind als Kreise, mit
Demodulation als Quadrate dargestellt. Der Linientyp indi-
ziert das absolute Abbruchkriterium.

renz zwischen der jeweiligen Quadratur-Ordnung und der
nächsthöheren Ordnung.

Abb. 1 zeigt das Signal beim Empfänger in 5m sowie 25m
Entfernung. Der deutlich flachere Amplitudenverlauf in
größerer Entfernung ist klar ersichtlich.

Ergebnisse
Abb. 2 zeigt eine Übersicht für den Fall mit 25m Ab-
stand. Der CCF-Ansatz wurde mit Demodulation in q
und ŝ verwendet. Im Frequenzbereich des Signals bis ca.
600Hz zeigt sich eine sehr gute Übereinstimmung der
CCF und der GK-Methode mit der Referenz (oben). Die
mittlere Abbildung zeigt allerdings, dass die Anzahl der
Funktionsaufrufe bei der GK-Methode deutlich höher ist.
Dies liegt auch daran, dass die GK-Methode nur eine ein-
zige Ordnungserhöhung erlaubt, bevor das Integrations-
intervall geteilt werden muss, wodurch alle Punkte neu
berechnet werden müssen. Im Zeitbereich (unten) zeigt
sich, dass der relative Fehler im Bereich von 10−3 liegt,
also etwas höher als das Abbruchkriterium. Für kleine
Amplituden erhöht sich dieser – wie zu erwarten – auf-
grund des limitierten absoluten Fehlers.

Abb. 3 zeigt den Vergleich der Funktionsaufrufe für ver-
schiedene CCF-Methoden und die Referenzmethode. Bei
der GK-Quadratur (rot) steigt der Rechenaufwand mit
der Entfernung sehr stark an. Dies liegt an der immer
stärkeren Oszillation der Hankelfunktion für größere Ra-
dien. Dadurch werden laufend Verfeinerungen der In-
tegrationsintervalle notwendig, welche wiederum einen
komplett neuen Satz an Berechnungen benötigen. Die in-
itiale Auswahl der Segmente hat hier vermutlich einen
großen Einfluss, wurde aber nicht untersucht. Bei der
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Abbildung 4: Relativer RMS-Fehler. Dargestellt ist der re-
lative Fehler als Funktion der Entfernung Quelle-Empfänger.
Rot zeigt das Ergebnis der GK-Quadratur. Blau zeigt das
Ergebnis der CCF ohne und grau mit Demodulation in ŝ.
Ergebnisse ohne Demodulation in q sind als Kreise, mit De-
modulation als Quadrate dargestellt. Der Linientyp indiziert
das absolute Abbruchkriterium.

CCF-Methode ohne Demodulation in q (Kreise) ist der
Anstieg deutlich geringer und mit Demodulation (Qua-
drate) ist die Abhängigkeit von der Entfernung noch ge-
ringer. Auch die Phasenkorrektur des Quellspektrums
(Demodulation in ŝ, grau) bringt eine deutliche Verbesse-
rung, insgesamt liegt die Anzahl der Berechnungen aber
immer noch sehr hoch. Wie zu erwarten, hat das absolute
Abbruchkriterium auch einen entscheidenen Einfluss auf
den Rechenaufwand.

Betrachtet man den relativen RMS-Fehler (Abb. 4) zeigt
sich, dass bei strikterem Abbruchkriterium der Fehler
im Großen und Ganzen bei allen Ansätzen gleich ist.
Bei dem weniger striktem Kriterium schneidet die CCF-
Quadratur schlechter ab, wenn die Signalphase nicht kor-
rigiert wird. Davon unabhängig treten immer wieder Di-
stanzen auf, bei denen der Fehler höher ist. Die Ursache
hierfür ist noch unklar.

Abschließend wurde noch der Einfluss der Interpolati-
onsmethode untersucht. Abb. 5 zeigt klar, dass konven-
tionelle Interpolationsmethoden (getrennte lineare oder
Spline-Interpolation des Real- und Imaginärteils) nicht
geeignet sind, um ein gegebenes diskretes Spektrum zu
interpolieren. Dies liegt daran, dass die Phase nicht gut
abgebildet werden kann. Auch hier wirkt sich ein Pha-
sengradient aus, daher könnten wahrscheinlich bessere
Ergebnisse erzielt werden, wenn dieser auch in der Inter-
polation berücksichtigt wird, allerdings scheint die sinc-
Interpolation auch aufgrund ihrer engen Beziehung zur
Fouriertransformation die bessere Wahl.

Zusammenfassung
Es wurde eine Methode zur Berechnung des Zeitsi-
gnals einer bewegten Quelle mittels der 2.5D-Helmholtz-
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Abbildung 5: Effekt der Interpolationsmethode. Dargestellt
ist der relative Fehler als Funktion der Interpolationsmetho-
de. Die Boxplots zeigen die Verteilung über alle untersuchten
CCF-Varianten.

BEM vorgestellt. Mittels einer Clenshaw-Curtis-Filon-
Quadratur und verschiedener Maßnahmen, um die
rückzutransformierende Funktion zu glätten, kann die
Anzahl der 2D-BEM Berechnungen gegenüber konven-
tionellen Quadraturansätzen reduziert werden. Es zeigte
sich auch, dass die für die Rücktransformation essenzielle
spektrale Interpolation nur über eine sinc-Interpolation
sinnvoll durchgeführt werden kann, da konventionelle
Methoden Probleme mit der Oszillation des komplexen
Spektrums haben. Trotz der höheren Effizienz ist die
Anzahl der Berechnungen noch immer sehr hoch, vor
allem wenn man bedenkt, dass sowohl Signaldauer als
auch Abtastfrequenz für das gezeigte Beispiel sehr nied-
rig angesetzt waren. Ob andere Ansätze, wie z.B. die
Verwendung der positionsabhängigen Transferfunktionen
und des Zeitsignals [9] ein besserer Ansatz sind, muss im
Detail noch untersucht werden.
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