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Einleitung 
Ultraschallprüfmethoden sind ein Beispiel für die 
Anwendung numerischer Verfahren für praktische 
Fragestellungen mit schnell oszillierenden Randdaten, die 
gut durch Sinus- und Cosinusreihen, deren Wellenlänge sich 
aus der Schallgeschwindigkeit und der Frequenz ergibt, 
abgebildet werden können [1]. Bei diesen passiven 
Verfahren werden an der Oberfläche die Schallsignale 
gemessen, die durch Veränderungen im Inneren des 
untersuchten Bauteils, wie z.B. durch Rissbildungen 
hervorgerufen werden. Aber auch in anderen Bereichen des 
Ingenieurwesens treten Randdatenverläufe auf, deren 
Charakter gut durch Sinus- und Cosinusreihen 
wiedergegeben werden kann. Dem kann man Rechnung 
tragen, indem man anstelle von lokalen Ansatzfunktionen 
mit elementweise beschränktem Träger globale Ansatz-
funktionen, deren Träger über einen gesamten Gebietsrand 
reicht, wählt.  
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Abbildung 1: Messaufbau und gemessenes Spektrum eines 
Schallemissionsversuches im Labor 

Die in physikalischen Problemen auftretenden hohen 
Frequenzen können bei Anwendung der bekannten 
numerischen Methoden (FEM, FVM usw.) zu 
Konvergenzproblemen führen. Daher ist es für viele 
Problemstellungen zielführend, die numerische 
Untersuchung, soweit als möglich, mit analytischen oder 
semianalytischen Ansätzen durchzuführen. Dazu eignet sich, 
unter Berücksichtigung der gegebenen Grenzen, eine 
Formulierung der Problemstellung im Fourierraum [2][3] 
unter Verwendung globaler Ansatzfunktionen. 

Globale oder lokale Ansatzfunktionen und 
Grundlösungen 
Die Wahl der Ansatzfunktion sowie die Wahl der 
Grundlösung sind nicht unabhängig voneinander. Werden 
globale Ansatzfunktionen zur Beschreibung der Randver-
läufe gewählt, so führt die Wahl singulärer Grundlösungen  
i. A. zu keiner Entkopplung im Volumenintegral (1).   

                                                                                             (1)                                                                                                    

Wobei L der Differentialoperator des Problemsysterns, u* 
die Grundlösung und u die Verschiebung beschreibt.  

 
Aufgrund dessen ist die Wahl globaler Grundlösungen, 
deren zugehörige Belastung ebenfalls am Rand angreift, 
vorteilhaft [1]. Weisen die Ansatzfunktionen Orthogonali-
tätseigenschaften auf, so entkoppelt sich das Volumen-
integral (1). Im Folgenden werden sinus- bzw. cosinusför-
mige Ansatzfunktionen und Grundlösungen herangezogen. 
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Abbildung 2: Lokale und globale Ansatzfunktionen und 
Grundlösungen 

 
Herleitung globaler Grundlösungen im 
Fourierraum 
Im Originalraum kann eine entlang eines definierten Randes 
verlaufende Grundlösung durch Faltung der Ansatzfunktion 
mit der singulären Grundlösung ermittelt werden. Aufgrund 
des unbeschränkten Trägers kann diese Faltung für globale 
Grundlösungen der Funktion jedoch problematisch sein. Im 
Bildraum werden die Faltungen durch eine gewöhnliche 
Multiplikation ausgedrückt [2]. Die Beschränkung der 
Dimension ist im Originalraum durch die Integration entlang 
einer Randkoordinate sichergestellt. Im Bildraum muss diese 
Dimensionsbeschränkung durch eine transformierte Cut-Off-
Distributionen erfolgen.                                                      (2) 

                                                                              

mit der Grundlösung U und den Wellenzahlen xik  

Cut-Off Distributionen erlauben die Darstellung eines 
beschränkten Gebietes im Rn. Alle Operationen können über 
diesen Grundraum ausgeführt werden [3].  
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Abbildung 3: Cut-Off-Distribution  

Die Gebietsbeschränkung erfolgt über Heaviside-Theta- und 
Dirac-Distributionen. Die Dirac-Distribution stellt im R3 eine 
Ebene und im R2 eine Linie dar. Auf diese Hyperebenen 
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werden alle Operationen beschränkt. Unter Anwendung von 
(2) kann eine globale Grundlösung für den Laplace-Operator 
durch (4) bestimmt werden. 

                                                                                             
expÛ  stellt die globale Grundlösung im Bildraum dar.  

Sollen zusätzlich noch Gebietsränder eingeführt werden, so 
ist die Dirac-Distribution durch ein Cut-Off-Fenster zu 
erweitern. Abbildung 2, rechts zeigt die globale Grundlö-
sung für den Laplace-Operator im Originalraum. 

Für komplexere Operatoren, wie z.B. den Lamé-Operator ist 
die gleiche Vorgehensweise möglich. 

 

 

 

 

))((ˆ mxF  stellt die fouriertransformierte Cut-Off-Distribution 
und ),(ˆ ji kxkxf  die fouriertransformierte Ansatzfunktion dar.  

Die singuläre Grundlösung wird im Bildraum durch die 
Invertierung der transformierten Differentialoperatormatrix 
(5) ermittelt. Durch die Multiplikation mit der transfor-
mierten Cut-Off-Distribution sowie der transformierten 
Ansatzfunktion entsteht die globale Grundlösungsmatrix im 
Bildraum (6). 

BEM im Fourierraum – FBEM 
Die Formulierung der Randintegralgleichungen ist sowohl 
im Originalraum als auch im Fourierraum möglich. Durch 
das Faltungstheorem werden alle Faltungsoperationen zu 
Multiplikationen. Skalarprodukte bleiben unverändert. Dies 
ist als Parseval´sches Theorem bekannt und garantiert die 
Energieäquivalenz bei einer Formulierung im Original- oder 
Bildraum. Aufgrund dessen ist die Kopplung von Original-
raumlösungen und Bildraumlösungen möglich. Da alle 
Operationen im Bildraum über den gesamten Definitions-
raum ausgeführt werden, sind die erhaltenden numerischen 
Matrixeinträge mit Ausnahme eines konstanten, von der 
Dimension des Problems abhängigen Faktors identisch.  

  

 

 

 
Die Randintegralgleichung hat eine sehr ähnliche Form zur 
gewöhnlichen Randintegralformulierung. Die Grundlö-
sungen U  sind in (7) allerdings global. Die Doppelsumme 
bei den Ansatzfunktionen ij deutet darauf hin, dass die 
Diskretisierung durch Einteilung in große Bereichsränder 
und durch den Reihenansatz erfolgt. Für Halbraumgebiete 
und für streifenförmige Gebiete ergeben sich durch die 
Orthogonalitätseigenschaften der Ansatzfunktionen und der 
Grundlösung numerische Berechnungsmatrizen mit Band-
struktur (7). 

Für dynamische Problemstellungen im Frequenzbereich mit 
mehreren Rändern ist die Orthogonalität nur noch an 
parallelen Rändern begrenzt vorhanden. Bei unendlichen 
Gebieten ist im Rahmen der Integration zu beachten, dass 
die Ansatzfunktion im Sinne einer Wiederhollänge begrenzt 
werden muss, d.h. eine der beiden Funktionen des Skalar-
produktes muss einen beschränkten Träger besitzen. Andern-
falls würden sich unendlich große Energiemaße ergeben. 
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Abbildung 4: Bsp: Scheibe mit Sinuslast und reduzierter 
BEM-Gleichung (Dirichlet-Problem) 

Bedingt durch den nichtkonformen Ansatz, ergeben sich an 
den Ecken Störungen, welche erst bei Berücksichtigung 
einer sehr hohen Anzahl an Reihengliedern abnehmen.  
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Abbildung 5: Randspannungsverlauf mit Eckstörung 
Nachteilig für diese Variante der BEM sind die Begrenzung 
auf ebene Gebiete sowie die teilweise schwierig auszu-
wertenden Integralterme.  
 
Zusammenfassung 
Für eine Reihe von Aufgabenstellungen kann die Beschrei-
bung der Randgrößen über trigonometrische Reihen sinnvoll 
sein. Neben der Darstellung im Originalraum kann die Be-
schreibung im Bildraum erfolgen. Aufgrund der übersicht-
licheren Herleitung globaler Ansatzfunktionen und besserer 
Konvergenzeigenschaften kann die Entscheidung für diese 
Variante Vorteile mit sich bringen. Nachteilig ist die 
Beschränkung auf eben begrenzte Gebiete. Auftretende Eck-
störungen erfordern bei dynamischen Problemstellungen zu-
sätzliche Überlegungen. Für streifenförmige Gebiete ergeben 
sich schwach besetzte Matrizen mit Bandstruktur.  
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    mit dem Randoperator i
tÂ  und der Gebietslast f̂ . 

Randbedingung an allen Rändern: 
ui = 0 
Lastamplitude: A=1 kN/m 
Scheibenkantenlänge: 3  
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