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Einleitung 
In der konventionellen Formulierung der Boundary-
Elemente-Methode (BEM) werden die Singularitäten der 
Fundamentallösung direkt auf dem Gebietsrand positioniert 
[1]. Dieses Vorgehen erfordert eine besondere mathemati-
sche Behandlung der singulären Intergranden um sicher zu 
stellen, dass diese zuverlässig numerisch gelöst werden kön-
nen. Als Alternative lässt sich eine neue BEM formulieren, 
in der die Singularitäten stets außerhalb des Gebietsrand 
liegen. Diese Methode wird im folgenden Beitrag zur Lö-
sung der Helmholtz-Gleichung vorgestellt und ihre wesentli-
chen Eigenschaften anhand numerischer Untersuchungen 
aufgezeigt. 

Formulierung der Grundgleichungen 

Direkte Desingularisierte BEM 
Die Schalldruckverteilung p im betrachteten, mit Fluid ge-
füllten Gebiet V mit Rand Γ  ist durch die bekannte Helm-
holtz-Gleichung 

022 =+∇ pkp   (1)

erfasst, in der mit k = ω/c die Wellenzahl bezeichnet wird. 
Mit c ist die Schallgeschwindigkeit und mit ω die Kreisfre-
quenz berücksichtigt. Für den allgemeinen Fall gemischter 
Randbedingungen gilt entlang des Randes Γ: 

pp = auf Γ1  und nvi
n
p ωρ−=

∂
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 (2)

Die Normalvektoren entlang Γ sind mit n bezeichnet. Mit 
einem Querstrich "-" sind die bekannten Größen in den ent-
sprechenden Randbereichen Γ1 bzw. Γ2 markiert. 

Die Randintegralgleichung der Direkten BEM (DBEM) kann 
aus (1) unter Anwendung der dritten Green’schen Identität 
hergeleitet werden [1]:  
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wobei die Fundamentallösung G(X,Y) die Freifeldlösung von 
(1) im Falle der Dirac-Anregung  

( ) ( ) YXfürY,XundYXfürY,X =∞=≠= δδ 0   (4)

darstellt [1]. Falls der Quellpunkt Y sich außerhalb des Ge-
bietes V befindet und der Auswertepunkt X auf dem Rand Γ  
liegt, wird die rechte Gleichungsseite von (3) zu Null. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bild 1: Skizze des Gebietes D und der Quellpunkte auf Flä-
che Ω  für die Formulierung der Desingularisierten BEM. 

Durch das Einsetzen der Randbedingungen (2) und der Funk-
tion G(X,Y) wird (3) zu 
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Die Integralterme in (5) enthalten keine Singularitäten, da X 
und Y nie den gleichen Punkt bezeichnen. Wird die obige 
Gleichung unter Berücksichtigung der bekannten Randbe-
dingung für np ∂∂ /  auf Γ1 und für p auf Γ2 gelöst, so sind 
die Schallfeldgrößen am Rand des betrachteten Gebietes 
bekannt. In einer weiteren Berechnung kann dann für jeden 
beliebigen Feldpunkt XD im Gebietsinneren der Schalldruck 
wie folgt berechnet werden 
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Indirekte Desingularisierte BEM 
Die Herleitung der Indirekten BEM (IBEM) basiert auf der 
Integration einer Punktquellenverteilung über eine Oberfläche 
Ω außerhalb des Gebietsrandes D (Bild 1). 
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wobei mit σ(Y) die unbekannten Stärken der akustischen 
Quellen auf Ω bezeichnet sind. Unter Berücksichtigung der 
Randbedingung (2) können die Unbekannten σ(Y) berechnet 
werden aus 

( ) ( ) 14
ΓΩ

π
σ

Ω

ond
YX

eYXp
YXik

∫∫ −
=

−−
 

( ) ( ) 24
ΓΩ

π
σ

Ω

ond
YX

e
n

Y
n
Xp YXik

∫∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−∂
∂=

∂
∂ −−

 

(8)

Numerische Untersuchungen 
Ein wichtiger Parameter der Desingularisierten BEM ist der 
Desingularisationsabstand Ld, mit dem die jeweilige Vertei-
lung der Quellpunkte relativ zu einem vorgegebenen Ober-
flächennetz bestimmt wird. Für die rechnerischen Untersu-
chungen wurden zwei Oberflächen ausgewählt, die einer 
Kugel und die eines Hexaeders. Der Desingularisationsab-
stand wurde im jeweiligen Berechnungsmodell für alle 
Quellpunkte zunächst konstant gehalten und zwischen Ld 0,05  
(Y-Punkte knapp unterhalb der Modelloberfläche) und Ld 0,95 
(Quellpunktexzentrizität von nur 5%) verändert. Die Quell-
punkte werden hierbei zunächst auf die Netzknoten gelegt 
und dann vom Oberflächennetz um Ld verschoben. Es sei 
bemerkt, dass bereits für einfache Oberflächen Ld nicht kon-
stant gehalten werden kann. Die Größe muss der lokalen 
Oberflächenform angepasst werden, was zur Löschung der 
Quellpunkte, die zu stark vom vorgegebenen Ld abweichen, 
führt. Eine Gleichheit der Knoten- und der Quellpunktezahl 
wird in der Formulierung der desingularisierten BEM nicht 
gefordert, und wenigere Quellpunkte bedeuten weniger un-
bekannte Quellstärken, was sich günstig auf den Berech-
nungsaufwand auswirkt [2].  

Das Bild 2 zeigt die ersten Ergebnisauswertungen für Ku-
gelmodelle, in denen die Anzahl der Quellpunkte mit der 
Knotenzahl gleich ist. Ein hoher Desingularisationsabstand Ld 

0,95 und die kleine Desingularisation Ld 0,05 führen zu einem 
relativ hohen Fehler. Die kleinsten Fehlerwerte, unterhalb 
von 0,0012, stellen sich für Ld 0,3 ein. Die zugehörige Darstel-
lung der Matrixkondition zeigt einen starken Anstieg mit 
zunehmendem Ld. Der Desingularisationsabstand beeinflusst 
maßgeblich die Dimension des Eigenraumes der Systemmat-
rix. Ein zu hoher Desingularisationsabstand führt zu einer 
singulären Systemmatrix [A] mit [ ] 0det →A . Hierdurch wird 
eine zuverlässige Lösung eines Gleichungssystems äußerst 
aufwendig oder gar nicht mehr möglich. 

Ein weiterer Schritt in Richtung Anwendbarkeit der 
Desingularisierten BEM ist die Anpassung der Quellpunkte-
verteilung an die Modellvernetzungen mit veränderlichen 
Knotenabständen. Es wird ein Faktor Dm eingeführt, der der 
Wurzel aus dem arithmetischen Mittelwert der Elementflä-
chen aller Elemente, die sich einen Netzknoten teilen, ent-
spricht und so ein Maß für die lokale Vernetzungsdichte 
darstellt. Der bisherige Desingularisationsabstand Ld wird mit 
Dm skaliert:  

mddm DLL ⋅=   (9)

 

 

 

 

 

 

 

Bild 2: Fehler für die atmende Kugel bei gleicher Anzahl 
der Netzknoten und der Quellpunkte. 

Bei größeren Ld und komplexen Oberflächen können die nach 
Gleichung (9) verteilten Quellpunkte einen Mindestabstand 
Ld min zum Netz unterschreiten, was sich negativ auf das 
Berechnungsergebnis auswirkt. Daher wird jede Quellpunk-
teverteilung vor der Schallfeldberechnung korrigiert. Die 
Quellpunkte, die näher als Ld min (hier gleich Ld) am Netz 
liegen, werden gelöscht. 

Bild 3 zeigt, wie stark sich die Ergebnisqualität erhöht, wenn 
Ldm verwendet wird. Die ursprünglich beim unregelmäßig 
vernetzten Modell auftretenden Abweichungen vom Ver-
gleichsergebnis können hierdurch deutlich verbessert werden.  

 

 

 

Bild 3: Fehlerauswertung auf der Modelloberfläche bei f= 
90 Hz und konstantem Ld (links) bzw. variablem Ldm. 

Zusammenfassung 
Im vorliegenden Beitrag wurde sowohl die direkte als auch 
die indirekte Formulierung der Desingularisierten BEM 
vorgestellt und die Ermittlung des Desingularisationsab-
stands diskutiert, der die jeweilige Verteilung der Quell-
punkte relativ zu einem vorgegebenen Oberflächennetz fest-
legt. Es zeigte sich, dass seine geschickte, durch die lokalen 
Netzeigenschaften bestimmte Berechnung zu einer 
deutlichen Verbesserung der Ergebnisgenauigkeit führen 
kann. Hierfür wurde eine allgemein anwendbare Formel 
vorgeschlagen und anhand ausgewählter Beispiele die zu 
erwartende Genauigkeit der diskutierten BEM-Formulierung 
demonstriert. 
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