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Deviationswellen im Festkorper.
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Zusammenfassung.

Die deviatorische Wellenbewegung ist durch Volumen-
treue (div = 0) und durch Rotationsfreiheit (rot = 0) defi-
niert. Diese Eigenschaften werden von allen Lésungen der
skalaren Laplace-Gleichung erfiillt und konstituieren da-
mit deviatorische Bewegungen. Die Laplace-Losungen
enthalten die zeitlichen Ein- und Ausschwingvorginge, die
rdumlichen Randbedingungen, Nahfelder und auch Ober-
flichenwellen. Zur Beschreibung von Deviationswellen
wird es notwendig, die Kriftebilanz der Cauchy’schen
Bewegungsgleichung durch eine Impulsbilanz zu ersetzen.
Danach hat die Oberflaichenwelle eines homogenen, iso-
tropen Festkorpers der Dichte p und dem Deviationsmodul
Epey die Phasengeschwindigkeit cp., = \/(EDEV/ p).

Einleitung.

Kinematisch setzt sich jede lineare elastische Verformung
in einem Festkorper aus 3 irreduziblen Komponenten
zusammen: aus der Dilatation (Dil), der Rotation (Rot)
und aus der Deviation (Dev). Speziell die Deviation — die
iltere Bezeichnung lautet Verzerrung — umfasst die diver-
genz- und rotationsfreie Bewegung und ist durch den
symmetrischen, spurfreien 3x3 Tensor — den Deviator —
gekennzeichnet. Dieser hat die gleiche Mathematik wie
das Deviationsmoment beim Kreisel. Wéhrend bei Betten
[1; z.B. 2] deviatorische Effekte explizit angesprochen
sind, finden sich in der Standardliteratur zur
Kontinuumsmechanik und zur Elastizitdtstheorie — wenn
iiberhaupt — nur vereinzelte, versprengte Erwdhnungen.
Die Auslenkung der Longitudinalwelle setzt sich nach [5]
zu 5 aus Dilatation und zu % aus Deviation und bei der
Transversalwelle hilftig aus Rotation und Deviation zu-
sammen. Im ebenen Fall gewihrleisten die Cauchy-
Riemann-Relationen eine rein deviatorische Bewegung.
Um diese Eigenschaft von 2D auf 3D zu erweitern, hat
Hamilton die Quaternionen konstruiert.

Ergidnzend zum div- und zum rot-Operator wurde in [3]
zur Kennzeichnung der deviatorischen Bewegung der dev-
Operator eingefiihrt. In der Longitudinalwelle wird eine
div- und in der Transversalwelle eine rot-Storung iibertra-
gen. In diesem Kontext stellt sich die Frage, inwieweit
sich eine dev-Storung als deviatorische Welle ausbreitet.

Deviation.

Elastische Verformung. Vorgegeben ist ein homogener,
isotroper und verlustfreier Festkorper mit den kartesischen
xi, yj, zk — Koordinaten. An der Stelle x,y,z [m] bestehe
die elastische vektorielle Auslenkung s = s(x,y,z;t) [m]

s=si+syjts,k )
und der fiir die lineare Verformung relevante, aus 9 unab-

hingigen Komponenten bestehende Tensor Vs [-].

Osy/Ox ii 0s, /0y ij 0Os,/0z ik
0s,/0x ji 0Os,/0y jj Os,/0z jk 2)
0s,/0x ki 0s,/0y Kj 0Os,/0z Kk

Vs =
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Nach Tab. 1k lasst sich der Tensor Vs = £* Vs, auf die 3
notwendig/hinreichenden und wechselseitig orthogonalen
Komponenten # = {Dil, Rot, Dev} zuriickfiihren: Dil: Die
formtreue Dilatation Vsp;, geht auf den skalaren div —
Operator zuriick und hat Monopol-Charakter. Rot#: Die
volumentreue Rotation Vsg, folgt aus dem vektoriellen
rot-Operator und hat als Dipol 3 Bestimmungsgrofien.
Dev: Die volumen- und richtungstreue Deviation Vsp,y.
leitet sich von dem 5-komponentigen, dyadischen dev-
Operator ab und entspricht einem Quadrupol. (Tab.1d-f)
Den in Tab.1b skizzierten Verformungsarten # wird je ein
Elastizititsmodul Ey und damit in linearer Néherung der
Spannungstensor Ty = E;Vs; [Pa] und die Volumenkraft
fi=div Ty = E; Asg. [N/m3] zugeordnet.(Tab.1k,l,m)
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c. Volumen-Anderung  Richtungs-And. Gestalts-And.
d. Monopol Dipol Quadrupol
e. divs = Skalar rot s = Vektor dev s = Tensor
f. spp=V® fir AD#0  sg, =rot A Spev=Y D // AD=0
g. divsp;=divs 1ot Sgo¢ =rot s dev sp., = dev s
h. rotsp;=0 dev sgor =0 div sp., =0
i. devsp;=0 div sgo =0 rot spey, =0
k. Vspy='% Udivs Vsroi=-"2U xrots Vsp., =devs
I.  Aspy=7% grad div s ASgot=Yarotrots Asp,,=AVO =10

m. Ep;=K [Pa] Egot = G [Pa] Epey =G [Pa]
Tab. 1. Reduktion des linearen elastischen Auslenkungs-
vektors s und des 3x3-Tensors Vs auf die 3 orthogonalen
Verformungstypen Dilatation, Rotation und Deviation.

Deviation. Vorgegeben sei eine Losung ® [m”] der skala-
ren Laplace-Gleichung A® = 0. (3) Bekanntlich dienen
diese Losungen zur Anpassung an rdumliche und/oder
zeitliche Randbedingungen. Ohne den Nachweis auf Voll-
standigkeit wird fiir die deviatorische Auslenkung sp., das
Potential (4) spey := grad ® = VO angesetzt. (O, = 0D/0x,
D, = 00/dy... D, =D, =0 D/Ox]y, ...)

AD=0,+ D, +D,,=0 — O=0](x,y,ztl) 3)
Spey: = VO =D, i+ D, j+ D,k 4)

Die Proben nach div sp., = div grad ® = A® := 0 bestéti-
gen die Volumentreue und nach rot sp., = rot grad = 0 die
Rotationsfreiheit der deviatorischen Verformung Sp.y. Fiir
den Spannungstensor Tp,, wird der Gradient Vsp,y

D ii Dij D, ik
Vspey =VVO = d),yx ji (D,yy il q),yz ik Q)
o ki D, kj P, kk

und fiir die Volumenkraft fp,, die Laplace-Funktion Asp.y
ASpey =AVO=VAD=V 0= 0. (6)

benotigt. Das Aspe,= 0-Ergebnis fithrt mit fpey = Epey ASpey
auf fp.y = 0 und entzog/entzieht sich einer Kriftebilanz.



1. Fallbeispiel:. Fig. 1 zeigt einen halbunendlichen Fest-
korper der Dichte p [kg/m’] und dem Deviationsmodul
Epey [Pa]. An seiner Oberfliche y > 0 bestehe die in x-
Richtung laufende 2D-Oberflachenwelle mit der Frequenz
o [rad/s], der Wellenzahl k [rad/m], dem Potential ® (7)
[m’] und hat den deviatorischen Schwingungsausschlag
Spey = V@ [m]. Setzung: (ot — kx) = .

D(x,y,t) = A cosh ky cos (ot — kx) (7)
Spey = V@ = Ak(cosh ky sin ¢ i+ sinhkycoso j) (8)

Die Probe nach A® = @, + @, = 0 bestitigt, dass ® (7)
eine Losung der Laplace-Gleichung ist und dass auch die
Deviationseigenschaften div spey = 0 und rot spey = 0 er-
fiillt sind. Bei einem Deviationsmodul Ep., [Pa] ist der
Spannungstensor Tp.y [N/mz]. (9). Die Divergenz div Tpey
= fpe, = 0 [N/m’] (10) liefert keine zur Aufstellung eines
Kriftegleichgewichtes notwendige Volumenkraft.

TDev = EDev VSDev (9)
fpey = div Tpey = Epey div VSpey = Epey VA® =0 (10)
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Fig. 1:In x-Richtung laufende 2D-Obertlachenwelle eines
halbunendlichen Festkorpers. Die Amplitude féllt expo-
nentiell mit dem Abstand y zur Oberfléche.

Fig. 2: In x-Richtung, (= senkrecht zur Zeichenebene)
entlang einer 90°-Kante laufende 3D-Oberflichenwelle.

2. Fallbeispiel. (Fig. 2) Experimentell einfacher nachzu-
priifen ist eine entlang einer 90°-Kante in x-Richtung
laufende 3D-Welle. Der 90°-Wellenleiter hat die Koordi-
naten y, z > 0. Mit dem Potential @ (10) besteht die Aus-
lenkung spey und der Gradient Vsp,y

O(x,y,t) = A cosh k(y + z)/N2 cos (ot — kx)
Spey = VP =D, i+ D j+ D,k

(11)
Vspey = VVO  (12,13)

Die Nachrechnung zeigt, dass auch hier die freie Volu-
menkraft fp,= 0 verschwindet. Die Cauchy-Kriftebilanz

(14)

ist damit unterbestimmt und soll durch eine Impulsbilanz
ersetzt werden.

ps©° + div Tpey = ps®° + fpey = ps°+0=0

Impulsbilanz.

KPK-Ansatz [6,7]. Die auf Falk und Ruppel zuriickgehen-
de Karlsruher KPK-Schule fiihrt die nach Huygens be-
nannte Impulseinheit (=Masse mal Geschwindigkeit) [Hy]
= [mkg/s] ein. Danach besteht in einem Wellenleiter mit
der spezifischen Dichte p [kg/m’] und der vektoriellen
Schnelle s° [m/s] der spezifische Impuls ps® [Hy/m’].
Pflanzt sich die Schnelle s°® mit der Wellengeschwindig-
keit ¢ [m/s] fort, so liefert das dyadische Produkt pes®
[Hy/sm’] den lokalen Impulsfluss (= Hy pro Zeit- und
Fliacheneinheit). In Analogie zur Cauchy-Kriftegleichung
soll dieser Teil als kinetischer Impulsfluss bezeichnet
werden, der mit dem potentiellen Impulsfluss, dem Span-
nungstensor T [Hy/sm’] im lokalen Gleichgewicht steht.

pes® + T = 0 (15)
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Firr die Deviationswelle mit T—Tpe,= Epe,VSpey und
¢—Cpey lautet diese Bilanz

P Cpev sDevo + TDev = P Cpey sDevo + EDev VSpev = 0 (16)

Wihrend es sich bei der konventionellen Cauchy-Bilanz
um Kraftvektoren — um Tensoren 1. Ordnung - handelt,
geht es bei den Impulsfliissen um Tensoren 2. Ordnung.
Uber die skalare Multiplikation von (16) mit cp,y ldsst sich
die Tensor- auf die Vektorgleichung (17) der Dimension
[Hy/kg = m/s] zurlickfiihren und liefert beifolgend die
Wellengeschwindigkeit cpey.(18).
$pey T+ Cpey' VSDey = 0

CDev = (D/k = \/(EDev/p)

a7
(18)

Von der Ableitung her, gelten die Impulsgleichgewichte
(16) bzw. (17) nicht nur fiir deviatorische, sondern glei-
chermaflen fiir longitudinale und transversale Festkorper-
wellen § mit den lokalen Wellengeschwindigkeiten cg.

Liest man den Ausdruck cg'VSg als Konvektivterme einer

mit der Wellengeschwindigkeit ¢g bewegten Storung vSg,
dann entspricht (19) der absoluten Zeitableitung Ds/Dt

Ds/Dt = X% (s¢° + ¢g'VSg) = 0 (19)

und man kann Ds/Dt = 0 als Erhaltungssatz fiir die lineare,
elastische Schwingungsauslenkung s interpretieren. . (Z% =
Summe {iber die lokal existierenden Wellenarten §)

Die Krifte- und die Impulsbetrachtung unterscheiden sich
mathematisch um eine Differentiationsstufe; wihrend beim
Kriftegleichgewicht mit der Beschleunigung s°° = &°s/6t’
die zweifache Zeitableitung eingeht, ist der Impuls von der
Geschwindigkeit s° = 0s/Ot mit nur einer Zeitableitung
bestimmt. Auch die rdumliche Differentiation erfordert
beim Impuls eine Ableitung weniger. Wéhrend die kon-

ventionelle Wellengleichung s°° - ¢* AS = 0 gleichermaBen
fiir +/- c gilt, ist die Wellenrichtung in der impulsbezoge-
nen Gleichungen (15) bzw. (19) festgelegt.

Nichtlineare Impulsbilanz. Das Impulsgleichgewicht (15)
betrifft die lineare Néherung fiir ¢ >> s°. In der exakten
Bilanz ist zu ersetzen ¢ — ¢ + s°. Damit erweitert sich die
Impulsbilanz um den Term Q = ps°s°.

p(c +s9)s° + T =0 (20)
Q = ps°s° (21)

Mit der Wellenenergie e = 2ey;, = p(s®)” und der Wellen-
richtung t wird Q = ett. Dieser Term ist gleich dem in [3]
heuristisch eingefiihrten Impulstensor Q" zur Berechnung
der Strahlungskrifte f,s = div Q" [N/m’] und der Strah-
lungsdriicke p = Div Q". [N/m?].
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