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Einleitung

Die Modellbildung und Simulation in der Entwick-
lungsphase von Bauteilen werden für den Ingenieur
zunehmend wichtiger. In der Simulation numerischer
Modelle ist die Finite-Element-Methode (FEM) ein
Lösungsverfahren zur Berechnung des mechanischen Ver-
haltens von beliebig geformten Körpern. In dieser Ar-
beit werden Eigenfrequenzen von Balkenstrukturen aus
numerischen und analytischen Modellen mit dem Expe-
riment unter Berücksichtigung von Unsicherheiten ver-
glichen, vgl.[2]–[4]. Material- und Geometrieunsicherhei-
ten, Unsicherheiten durch Modellannahmen, Elementan-
satz und Fehler durch die Diskretisierung der Struktur
werden mitbetrachtet. Der Pre- und Postprozessor von
Abaqus/CAE V6.10 wurde für diese Studie verwendet.

Modellbeschreibung

In diesem Abschnitt werden die numerischen (FE), ana-
lytischen und experimentellen Modelle beschrieben.

FE–Modell

Die Untersuchung stellt höchste Güte und Genauigkeit
an die Modellbildung. Die genutzten Elemente haben ei-
ne quadratische Ansatzfunktion, da lineare Elemente die
Tendenz zu einer nicht korrekten Erhöhung der Struktur-
steifigkeit im Hinblick auf die Realität besitzen. Tabelle 1
zeigt die Elementtypen der Abaqus-Standard-Bibliothek.
Abbildung 1 zeigt ein vernetztes Balkenmodell mit re-

Tabelle 1: Elementbeschreibung der Abaqus-Standard-
Elemente[1]

Name Knoten Ansatz

C3D20 20 quadratisch
C3D20R 20 quadratisch
C3D20H 20 quadratisch
C3D10 10 quadratisch

C3D10M 10 quadratisch
C3D10I 10 quadratisch
C3D10H 10 quadratisch

gulärem Netz, ohne verzerrte Elemente und mit frei-freier
Randbedingung.

Analytisches Modell

Das analytische Modell ist durch zwei bekannte Balken-
theorien gegeben. Die Balkentheorie nach Euler-Bernoulli
und nach Timoshenko. Diese Balkentheorien basieren

Abbildung 1: Vernetztes Balkenmodell mit regulärem Netz;
Randbedingung frei-frei

auf Annahmen, wodurch die formulierten Differenzial-
gleichungen analytisch lösbar sind. Die Euler-Bernoulli-
Theorie setzt einen schubfreien Querschnitt voraus und
berücksichtigt keine Rotationsträgheit. Timoshenko er-
kannte das und beschreibt in seiner Formulierung einen li-
nearen Verlauf der Schubspannung über den Querschnitt,
was nur bedingt die Realität abbildet.

Physisches Modell und Experiment

Den Messaufbau zur experimentellen Modalanalyse aus
der Ansicht des Laser-Doppler-Vibrometers, womit die
Schwingformen der Balkenstrukturen gemessen werden,
zeigt Abbildung 2: Mikrophon (1), Lautsprecher (2), Bal-
kenstruktur (3), elastische Aufhängung (4) und reflexi-
onsarmer Raum (5).

1 

2 

3 

4 5 

Abbildung 2: Messaufbau zur experimentellen Modalanaly-
se der Balkenstrukturen

Ergebnisse

Die Material- und Werkstoffparameter der Balkenstruk-
turen für Stahl (C45) und Aluminium (ENAW) mit deren
Abweichungen ε zeigt Tabelle 2.

Grad der Diskretisierung

Um die bestmögliche Diskretisierung der numerischen
Modelle für den Vergleich zur experimentellen Lösung
zu finden, wurden die ersten drei Eigenfrequenzen der
Biegemoden eines numerischen Modelles mit der analy-
tischen Lösung verglichen. Elementkantenlänge, Schich-
tanzahl in der Höhe h des Balkens und der Elementtyp
nach Tabelle 1 wurden variiert. Die geringste Abweichung
für die Hexaederelemente ergab sich mit 1 mm Element-
kantenlänge, 2 Schichten und dem Elementtyp C3D20
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Tabelle 2: Nennwerte der Geometrie- und Werkstoffdaten
der Balkenstrukturen; relative Abweichung ε

C45 ENAW ε

l [mm] 200 200 ± 0.01 %
b [mm] 40 40 ± 0.05 %
h [mm] 4 4 ± 0.5 %
% [kgm] 7817 2663 ± 0.1 %
ν [-] 0.3 0.34 ± 3.3/2.3 %

E [GPa] 211 72 ± 2.3 %
Probenzahl 10 10

(NH). Für die Tetraederelemente war die Abweichung
mit dem Netz von 1 mm Elementkantenlänge, 3 Schich-
ten über der Höhe h und dem Elementtyp C3D10M am
geringsten (NT ). Mit diesen Netzkonfigurationen wurden
nun die 20 Balkenproben gerechnet.

Modellunsicherheiten

Jedes Modell beinhaltet Unsicherheiten in Material und
Geometrie. Das FE–Modell enthält zusätzlich Diskreti-
sierungsfehler. Das analytische Modell besitzt Vereinfa-
chungen physikalischer Zusammenhänge. Die Unsicher-
heit im Experiment hängt von der Messgenauigkeit der
Instrumente, dem Messaufbau (Abbildung der frei-freien
Randbedingung) und dem Eigenspannungsanteil der Pro-
ben ab. Abbildung 3 zeigt die ersten drei Eigenfrequen-
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Abbildung 3: Ersten drei Eigenfrequenzen der Biegemoden
mit Betrachtung der Unsicherheiten

zen der Biegemoden mit Betrachtung der Unsicherhei-
ten. Die Ober- und Untergrenzen identifizieren für je-
des Modell die Gesamtabweichung. Bei den Eigenfre-
quenzen der 1. Biegemode weisen alle Modelle eine hohe
Übereinstimmung auf. Bei der zweiten und dritten Eigen-
frequenz weicht der Mittelwert des Timoshenko-Modelles
im Verlgeich zu den anderen Modellen stark ab. Das glei-
che Verhalten zeigte sich bei den Aluminiumproben.

Vergleich zum Experiment

Die relative Abweichung εP der Modelle zum Experiment
wird durch Gleichung 1 beschrieben.

εP =

(
fn/a

fe
− 1

)
· 100 (1)

fn/a sind die Eigenfrequenzen der numerischen und ana-
lytischen Modelle und fe die Ergebnisse aus der experi-
mentellen Modalanalyse. Die größte relative Abweichung
zum Experiment haben die Ergebnisse mit der Theorie
nach Timoshenko, gefolgt von der Bernoulli–Theorie. Die
Lösungen mit der geringsten Abweichung zum Experi-
ment haben die numerischen Modelle. Für die Stahlpro-
ben waren die Modelle mit der Diskretisierung nach NH

und für Aluminiumproben die Diskretisierung nach NT

am exaktesten. Das arithmetische Mittel der relativen
Abweichung zum Experiment εP über 10 Proben zeigt
Tabelle 3.

Tabelle 3: Arithmetisches Mittel der relativen Abweichung
εP von Numerik zum Experiment über 10 Proben; Stahlpro-
ben mit NH ; Aluminiumproben mit NT ; f1–f3: Eigenfrequen-
zen der Biegemoden

εP bei f1 εP bei f2 εP bei f3
Stahl -0.06 % -0.07 % -0.05 %

Aluminium 0.25 % 0.14 % 0.13 %

Zusammenfassung

Diese Arbeit gibt eine Empfehlung über den Grad der
Diskretisierung in FE–Modellen von einfachen Struk-
turen, bei denen die Ergebnisse konvergieren. Es zeigt
dem Ingenieur, welche Anzahl an Freiheitsgraden bei
einfachen Balkenstrukturen ausreichend ist. Numerische,
physische und analytische Modelle haben eine hohe
Übereinstimmung bis zur dritten Eigenfrequenz der Bie-
geschwingungen. Es wird an analytischen Modellen ge-
zeigt, das trotz Verwendung einer Balkentheorie höherer
Ordnung, die Ergebnisse dadurch nicht zu einem besse-
ren Resultat führen müssen. Der Vergleich mit der ex-
perimentellen Modalanalyse zeigt, dass die FE–Modelle
die niedrigste Abweichung zum Experiment besitzen. Für
Stahlproben mit dem Elementansatz C3D20, für Alumi-
niumproben mit den Elementen C3D10M.
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