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Einleitung
Der Bereich der Aeroakustik beschäftigt seit den 50er
Jahren des letzten Jahrhunderts eine Vielzahl von In-
genieuren. Die noch junge Disziplin befasst sich grund-
legend mit der Entstehung und der Ausbreitung von
Schallwellen in strömenden Medien. Als Beispiel sei hier
die turbulente Strömung in und hinter einem Flugzeug-
triebwerk genannt. Eine derartige Strömung und die da-
mit verbundene akustische Abstrahlung ins Fernfeld ist
mithilfe der Navier-Stokes-Gleichungen für kompressible
Fluide beschreibbar. Durch die mathematischen Eigen-
schaften und dem damit verbundenen Lösungsaufwand
sind diese allerdings für industrienahe Anwendungen un-
zweckmäßig. Um sich dennoch der Problematik zu nä-
hern, entstanden eine Vielzahl von akustischen Analogi-
en, die weitestgehend auf die Arbeiten von Lighthill, Cur-
le und Ffowcs Williams und Hawkings zurück gehen. Ver-
einfachte Formulierungen der Navier-Stokes-Gleichungen
sind als linearisierte Euler-Gleichungen oder Störungs-
gleichungen bekannt. Einen anderen Ansatz verfolgte
Galbrun [3]. Er betrachtete eine akustische Welle in ei-
ner Strömung als Differenz zwischen einer gestörten Strö-
mung und einer Referenzströmung unter Zuhilfenahme
einer Euler-Lagrange Betrachtungsweise, d.h. alle akus-
tischen Größen wurden als Funktion der Partikelverschie-
bung beschrieben. Allerdings galt seine Formulierung nur
für reibungsfreie isentrope Strömungen mit kleinen Stö-
rungen ohne jegliche Quellterme.
In der vorliegenden Arbeit werden große Störungen und
Quellen infolge von Volumenkräften betrachtet. Durch
Vereinfachung der neuartigen Formulierung gelangt man
zu der bekannten Galbrun-Gleichung. Basis der Erwei-
terung bilden die Ausführungen von Minotti u.a. [4]
und Brazier [2]. Erfolgreiche Behandlungen der Galbrun-
Gleichung finden sich in Bonnet-Ben Dhia u.a. [1], Retka
u.a. [5] und Treyssede u.a. [6].

Betrachtungsweise des Kontinuums
Im Folgenden werden grundlegende kontinuumsmechani-
sche Zusammenhänge mithilfe der Abb. 1 erörtert. Ei-
ne beliebige Größe Φ, welche ein Tensorfeld n-ter Stufe
darstellt, kann demnach unterschiedlich definiert werden,
wobei Φ die Größe in der gestörten Strömung und Φ0 die
Größe in der Referenzströmung repräsentiert.

Euler’sche Beschreibung

In der Euler’schen Betrachtung ist die Größe Φ nicht an
ein materielles Teilchen gebunden. Man betrachtet die
Entwicklung von Φ für einen speziellen Punkt im Raum.
Es ergibt sich folgender Zusammenhang:
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Abbildung 1: Kontinuumsmechanische Betrachtungsweise
der Partikelverschiebung

Φ′(y, t) = Φ(y, t)− Φ0(y, t) (1)

Φ′ beschreibt die Störung in Euler’scher Betrachtungs-
weise.

Lagrange’sche Beschreibung

In der Lagrange’schen Betrachtungsweise bezieht man
sich auf ein materielles Teilchen. Die Größe Φ ist da-
durch direkt an das Partikel m geknüpft. Die Lagran-
ge’sche Störung einer Größe Φ ergibt sich folglich zu:

Φ̃(m, t) = Φ(m, t)− Φ0(m, t) (2)

wobei sich das Partikel in der Referenzströmung an einer
anderen Position befindet als in der gestörten Strömung.
Der Verlauf eines jeden Partikels muss dadurch bekannt
sein, um das Feld der Größe Φ zu beschreiben.

Gemischte Formulierung

Der Grundgedanke beider Betrachtungen wird kombi-
niert und es ergibt sich eine neue Beschreibung der Stö-
rungen:

Φ̃(x, t) = Φ(y, t)− Φ0(x, t) (3)

Die Beschreibung des Feldes der Größe Φ erfolgt durch
die Kenntnis einer Referenzströmung und einer Lagran-
ge’schen Störung an derselben Stelle x. Die Euler’sche
Störung kann schließlich mit

Φ′(y, t) = Φ̃(x, t)− [Φ0(y, t)− Φ0(x, t)] (4)

berechnet werden, wobei die Referenzströmung bekannt
sein muss und der Zusammenhang zwischen y und x, d.h.
die Partikelverschiebung w.

Transformationen des Kontinuums
Eine erfolgreiche Anwendung der zuvor beschriebenen ge-
mischten Betrachtungsweise bedarf grundlegender Trans-
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formationsgesetze. Folgende Zusammenhänge gelten un-
ter Zuhilfenahme des Nabla-Kalküls und der Koordina-
tenschreibweise, wobei die Einstein’sche Summationskon-
vention gilt:

w(t) = y(t)− x(t) und wi(t) = yi(t)− xi(t) (5)
dy = F · dx und dyi = Fijdxj (6)
F = I +∇w und Fij = δij + wi,j (7)

J = detF und J =
1

6
elmnepqrFlpFmqFnr

(8)

F ist als Deformationsgradient bekannt, J als dessen De-
terminante, δij als Kronecker-Symbol, elmn als Koordi-
naten des Permutationstensors und ()i als partielle Orts-
ableitung nach den Koordinaten i. Des Weiteren werden
die Volumenelemente durch

dV = JdV0 (9)

transformiert und die Flächenelemente durch

dS = T · dS0 und dSi = TijdS0j , (10)

wobei

F−1 =
1

J
T T und F−1ij =

1

J
Tji (11)

ist. Aus der Transformation des Kontinuums lässt sich
eine weitere hilfreiche Störungsformulierung mit

Φ̂(x, t) = Φ̃(x, t)J(x, t) + (J(x, t)− 1) Φ0(x, t) (12)

beschreiben, vergl. Minotti u.a.[4].

Grundgleichungen der Fluidmechanik
Zunächst werden die Navier-Stokes-Gleichungen mithilfe
der materiellen Zeitableitung

D()

Dt
=
∂()

∂t
+ v · ∇() (13)

betrachtet. Es ergeben sich folgende Gleichungen:

Dρ

Dt
= −ρ∇ · v (14)

ρ
Dv

Dt
= ∇ · σ + f (15)

ρ
De

Dt
= σ : ∇v −∇ · q + ϑ̇ (16)

Diese Gleichungen beschreiben die Erhaltung von Masse,
Impuls und spezifischer innerer Energie mit der Dichte
ρ, dem Geschwindigkeitsvektor v, dem Spannungstensor
σ, dem Volumenkraftvektor f , der spezifischen inneren
Energie e, dem Wärmeflussvektor q und Wärmequellen
ϑ̇. Der Spannungstensor ist mit σ = −p + τ gegeben,
wobei p = 1

3 tr(σ) und τ den viskosen Spannungstensor
darstellen. Mithilfe der Gibbs’schen Gleichung geht die
Bilanz der inneren spezifischen Energie in die Bilanz der
Entropie

ρ
Ds

Dt
=

1

T

[
τ : ∇v −∇ · q + ϑ̇

]
(17)

über.

Die nichtlineare inhomogene Galbrun-
Gleichung
Folgend wird ein perfektes isentropes Fluid betrachtet.
Des Weiteren existieren keine Wärmeflüsse und Wär-
mequellen. Der Spannungstensor τ verschwindet. Führt
man alle vorangegangene Ausführungen des Kontinuums
zusammen, ergibt sich auf Basis von Minotti u.a.[4] die
nichtlineare Galbrun-Gleichung, wobei ṽ = Dw

Dt gilt,

ρ0
D2wj
Dt2

(δjl + wl,j) = f̂j (δjl + wl,j)−

− J
(
p0 +

(
J−γ − 1

)
p0
)
,l

+ p0 ,j (δjl + wl,j)
(18)

mit dem Isentropenexponent γ. Man erkennt in der nicht-
linearen Formulierung der Jacobi Determinante J den
nichtlinearen Charakter der gesamten Gleichung. Be-
trachtet man nur kleine Verformungen und ignoriert Ter-
me der Größenordnung O(||∇w||2), ergibt sich die be-
kannte Galbrun-Gleichung

ρ0
D2wj
Dt2

− p0 ,iwj,i + p0 ,jwl,l −
(
c20ρ0wk,k

)
,j

= f̂j (19)

auf der linken Seite und ein Quellterm auf der rechten
Seite in Form einer Volumenkraftstörung.

Ausblick
Zukünftig ist geplant, die nichtlineare Galbrun-Gleichung
auf beliebige Fluide zu erweitern, indem der Spannungs-
tensor infolge viskoser Eigenschaften mit betrachtet wird.
Möglichkeiten zur Lösung dieser Gleichungen bietet u.a.
die Finite-Elemente-Methode und das DG-Verfahren.
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