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Einleitung

Im Frequenzbereich ist die Randelemente Methode
(BEM) bereits gut bekannt und ein gängiges Mittel
für die Simulation akustischer Abstrahlung von Ober-
flächen. Die transiente Randelemente Methode (time do-
main boundary element method, kurz: TD-BEM) ist ein
numerisches Verfahren im Zeitbereich. Es hat den Vorteil,
dass nur eine Simulation für alle Frequenzen nötig, da aus
einer simulierten Impulsantwort auch der Frequenzgang
berechnet werden kann. Instationäre Phänomene wie z.B.
Quellenbewegungen können so abgebildet werden. Des-
weiteren ist eine direkte Auralisation der Lösung möglich.
Nachteilig ist, dass die numerische Dämpfung mit der
Frequenz ansteigt. Randbedingungen sind in der Regel
im Frequenzbereich formuliert und können somit nicht
direkt in der TD-BEM verwendet werden. Ein weiteres
Problem liegt in dem oft instabilen Verhalten.
In diesem Paper wird eine Möglichkeit gezeigt, wie die
frequenzabhängige Impedanzrandbedingung in der TD-
BEM umgesetzt werden kann. Außerdem werden zwei
Methoden vorgestellt, um die Stabilität der TD-BEM mit
geringem Rechenaufwand zu garantieren.

BEM Formulierung im Zeitbereich

Grundsätzlich wird in der TD-BEM die Kirchhoff’sche
Integralgleichung
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diskretisiert und gelöst. Mit Schallgeschwindigkeit c,
Dichte ρ, Oberfläche Γ ⊂ R3, Zeit t, Positionsvek-
toren x, y ∈ R3, Abstand r := |x − y|, retardierte
Zeit tr := t − r/c, Schalldruck p, Oberflächenschallfluss
qn := −ρ∂vn∂t , Oberflächennormalenvektor vn, Quellterm
Q, Oberflächennormalenvektor ny. Bei Verwendung von
konstanten Ansatzfunktionen (Ort Γ und Schnelle v), li-
nearen Ansatzfunktionen (Schalldruck p) und einfachem
Rückwärtsdifferenzenquotient ergibt sich das Gleichungs-
system (siehe [1])

2π~pi =

µmax∑
µ=1

Gµ~qi−µ+1 + Hµ (µ~pi−µ+1 − (µ− 1)~pi−µ) .

(2)

Mit den quadratischen Matrizen Gµ,Hµ ∈ RN × RN , de-
finiert durch
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sowie Zeitindex i, Elementanzahl N , Schalldruckvertei-
lung zum Zeitpunkt i ~pi, Mittelpunkt vom k-ten Element

xk, Kugelausschnitt Kxk
µ := {y ∈ Γ|(µ−1) < |x−y|

c∆t ≤ µ}.

Admittanzformulierung

Im Zeitbereich kann die Admittanz mithilfe eines FIR-
Filters dargestellt werden:
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1

ρ
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ak~pi−k (5)

Eingesetzt in Gleichung 2 ergibt sich
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Analytisch
BEM  588quad dx=0.025m fs=13758Hz

BEM  945quad dx= 0.02m fs=13758Hz

BEM 1670quad dx=0.015m fs=13758Hz

Abbildung 1: Frequenzabhängiger Impedanzansatz im Ver-
gleich mit der analytischen Lösung im Kundt’schen Rohr.

Das Testszenario ist ein schallhartes Kundt’sches Rohr
(Länge 1m, Durchmesser 10cm) mit frequenzabhängiger

DAGA 2014 Oldenburg

381



Addmitanz auf der einen (x = 0m) und mit frequenzkon-
stanter Impedanz von ρc (x = 1m) auf der anderen Seite.
Als Anregung dient eine Punktquelle bei x = 0, 9m. Es
wird die Zwei-Mikrofon-Methode simuliert, bei der die
Impedanz aus dem Schalldruck an zwei Mikrofonpositio-
nen (x1 = 0, 2 und x2 = 0, 27) bestimmt wird. In Abbil-

dung 1 wird der vorgegebene Reflektionsfaktor r =
Z
ρc−1
Z
ρc+1

mit dem mittels TD-BEM simulierten verglichen. Ab-
weichungen vom Betrag des Reflektionsfaktors ergeben
sich etwa ab einer Frequenz die 12 Elementen pro Wel-
lenlänge entspricht. Da die Zeitschrittweite konstant ge-
halten wurde um den FIR-Filer nicht zu verändern, kon-
vergiert die Simulation nicht an die analytische Lösung.
Dies ist gut am Phasenverlauf des Reflektionsfaktors zu
sehen.

Stabilitätsmechanismen

Die Rekursionsgleichung 2 oder 6 kann in die folgende
Form gebracht werden [1]:
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Diese Formulierung kann unabhängig von dem Diskreti-
sierungsansatz oder der Impedanzmodellierung erreicht
werden. Die Matrix T nennt man den Verfahrensopera-
tor. Ist dieser diagonalisierbar, sind Stabilitätsaussagen
mithilfe der Eigenvektoren ~vk und -werten λk sehr ein-
fach zu treffen.

~Pi = T~Pi−1 = Ti ~P0 = Ti
N∑
k=1

ak~vk =

N∑
k=1

akλ
i
k~vk (8)

Ist ein Eigenwert λk vom Betrag größer als 1 und wird
dieser Eigenraum angeregt (ak 6= 0), ist das Verfahren in-
stabil. Wenn der Spektralradius α von T also kleiner oder
gleich 1 ist, kann Stabilität garantiert werden. Ein klei-
ner Zeitschritt oder ein Zusammenhang zwischen Zeit-
schritt und Eigenfrequenzen eines Systems erzeugen je-
doch häufig größere Spektralradien.
Mittels iterativer Verfahren kann der Spektralradius α
auch von sehr großen, dünn-besetzten Matrizen berech-
net werden. Wie leicht nachzurechnen ist, besitzt die Ma-
trix dT, die Eigenwerte dλk. Ersetzt man in TMk durch
dkMk erreicht man das selbe Resultat. Mit d = 1

α kann
folglich Stabilität garantiert werden. Dies wird jedoch mit
einer Dämpfung aller Eigenwerte erkauft. Da die Matrix
nur mit einer Konstante multipliziert werden muss, ist
der Rechenaufwand linear in der Anzahl der Nichtnul-
leinträge und damit gegenüber der eigentlichen TD-BEM
vernachlässigbar.
Mithilfe der folgenden Modifikation kann auch ein einzel-

ner Eigenwert λk gedämpft werden:

M̂j = Mj+
−
∑µ
m=1 Mm(dλk)µ−m ~wk + (dλk)µ ~wk∑µ

m=1 ~u
T
(µ−m+1)(dλk)µ−m ~wk

~uT(µ−m+1)

(9)
Hierbei besteht der Vektor ~wk aus den ersten N Ein-
trägen von ~vk und ~uT = [~uT(1) · · · ~u

T
(µ)] ist der zu λk zu-

gehörige Linkseigenvektor. Ein Beweis hierfür ist in [2]
angegeben. Der Rechenaufwand für dieses Verfahren ent-
spricht der Berechnung von einem Zeitschritt der TD-
BEM. In Abbildung 2 ist die Übertragungsfunktion von
einer Punktquelle zu einer Mikrofonposition in einem
Rechteckraum zu sehen. In diesem Beispiel gibt es ge-
nau einen Eigenwert der betragsmäßig größer eins ist.
Eine Dämpfung aller Eigenwerte hat auch eine starke
Dämpfung der Simulationsergebnisse zur Folge, dagegen
bildet die ausschließliche Dämpfung des größten Eigen-
wertes die ersten Resonanzen im gegeben Beispiel noch
gut ab.

Abbildung 2: Übertragungsfunktion zwischen Punktquel-
le und Mikrofonposition in einem Rechteckraum. Vergleich
der analytischen Lösung mit zwei Simulationen die mittels
Dämpfungsmechanismen stabilisiert wurden.

Fazit

Es wurde ein Ansatz zur Modellierung von beliebigen
Frequenzabhängigen Impedanzen gezeigt. Einschränkend
ist hier zu nennen, dass keine Impedanzen nahe null
verwendet werden können und, dass der Frequenzver-
lauf durch einen kausalen FIR-Filter beschrieben werden
kann. Weiterhin wurden zwei Dämpfungsmechanismen
beschrieben. Diese garantieren Stabilität, wenn der Ver-
fahrensoperator diagonalisierbar ist. Für die Anwendung
muss nur der Spektralradius des Verfahrensoperators be-
kannt sein.
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