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Hemi-Spherical Harmonics —

Verarbeitung von Messdaten auf Halbkugelschalen
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Einleitung

Die Signalverarbeitung von Messdaten fiir Mikrofonan-
ordnungen in Form von Kugelschalen hat sich schon bei-
nahe zu einem Standard-Werkzeug in der Akustik ent-
wickelt [1]. Dies liegt vor allem an der recht einfachen Im-
plementierung von ortlichen Filtermethoden wie Beam-
forming [2] oder Nahfeldholographie [3, 4] in der Doméne
der Spherical Harmonics (SH). Unter Umsténden kann
jedoch nicht immer eine Vollkugel mit Mikrofonen abge-
tastet werden, entweder weil der mechanische Aufbau es
nicht zuldsst oder weil es fiir die bestimmte Anwendung
nicht sinnvoll ist.

In diesem Beitrag wird die SH-Zerlegung des Schall-
feldes, das auf einer Halbkugelschale bestimmt wur-
de, untersucht. Der Anwendungsfall liegt hierbei in der
Messung von winkelabhéngigen Reflexionseigenschaften
von Oberflichen mit einem sequentiellen Halbkugelar-
ray [5]. Die 6rtlichen Filtermethoden kénnen dabei sinn-
voll eingesetzt werden um zum Beispiel das Referenzsi-
gnal der Schallquelle zu erhalten oder Einfliisse von un-
erwiinschten Reflexionen zu vermindern.

Der Messaufbau iiber einem Absorber inklusive der
Array-Halterung ist in Abb. 1 gezeigt.

Abbildung 1: Array-Aufbau zur Messung von win-
kelabhingigen Reflexionseigenschaften iiber einem Absorber
im reflexionsarmen Raum

Um die Idee und den Aufbau des sequentiellen Arrays
zu verdeutlichen sind in Abb. 2 die Mikrofonpositionen
der eigentlichen Mikrofonanordnung (Abb. 2(a)) sowie
der Positionen nach 10 (Abb. 2(b)) bzw. 96 Drehungen
(Abb. 2(c)) des Arrays dargestellt. Hierbei sind 24 Mi-
krofone im Einsatz, die auf 2 Halbkreisen mit verschiede-
nen Radien von r; = 0.512m und ro = 0.527 m verteilt
sind. Die Schrittweite bei der Drehung des Arrays betrigt

3.75 Grad und die Drehung wurde mittels eines Schritt-
motors ausgefiihrt, der iiber eine Welle mit dem Ar-
ray verbunden ist. Das Gesamtarray folgt einem Gauss-
Quadratur Sampling fiir eine maximale SH-Ordnung (be-
zogen auf die Vollkugel) von Np,.x = 23. Insgesamt fiihrt
dies zu 2304 Messpositionen auf der Halbkugel.

(a) Mikrofonanordnung (b) Nach 10 Drehungen

(¢) Nach 96 Drehungen (komplet-
te Rotation)

Abbildung 2: Schematischer Aufbau des sequentiellen Mi-
krofonarrays

Orthonormale Basisfunktionen auf der

Halbkugel

Fiir die SH-Zerlegung von Daten auf Halbkugelschalen
wird ein neues Set von orthonormalen Basisfunktionen
bendtigt, da die originalen Spherical Harmonics nur auf
der Vollkugel orthonormal sind. Es gibt andere Metho-
den, um die SH-Zerlegung auch fiir Anordnungen, die
keine volle Kugel abdecken, durchzufithren, wie etwa ei-
ne Zerlegung mittels regularisierter Invertierung der SH-
Funktionen [6]. Dieses Verfahren wird jedoch fiir grofie
Liicken instabil, ist also fiir Halbkugeln nicht geeignet.

Es ist prinzipiell moéglich, eventuell vorhandene Symme-
trien im Aufbau auszunutzen und so nur ein Subset der
Spherical Harmonics auszuwéhlen [7]. In dem hier ge-
zeigten Anwendungsfall wire eine Symmetrie beziiglich
der zy-Ebene zum Beispiel bei Messungen iiber einem
perfekt reflektierenden Boden gegeben. Da jedoch diese
Annahme bei Messungen iiber grofien Absorberproben
keineswegs gilt, wiirde die Zerlegung fehlerhafte Ergeb-
nisse liefern.
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Aus diesem Grund wird hier der Ansatz benutzt, wie er
von Pail et al. [8] vorgestellt wurde. Das Ziel ist dabel
die Berechnung einer Rekonstruktionsmatrix R, die die
Beziehung zwischen den originalen SH-Funktionen und
den neuen Funktionen Y fiir den Subraum § herstellt:

Y=Y:R". (1)

Hierbei stellt R* die Pseudo-Inverse der Rekonstrukti-
onsmatrix dar. Die Rekonstruktionsmatrix kann dann
auch benutzt werden, um (den Vektor von) SH-
Koeffizienten auf der Vollkugel pnm in Koeflizienten fiir
das neue Basissystem Py, umzurechnen:

f)nm = anm . (2)

Der Vorteil bei diesem Ansatz ist, dass die Konvertie-
rung zwischen den beiden Systemen von Basisfunktionen
moglich ist, wodurch insbesondere die ortlichen Filter-
methoden iiber die Spherical Harmonics und die dazu-
gehorigen Radialfilter benutzt werden konnen.

Die sogenannte Gram-Matrix G wird als zentrales Ele-
ment fiir die Berechnung der Rekonstruktionsmatrix be-
nutzt. Die Gram-Matrix wird durch eine Integration der
SH-Basisfunktionen Y fiir alle Kombinationen von Ord-
nung n und Grad m iber dem Subraum S (hier die Halb-
kugel) berechnet. Fiir die diskrete Berechnung kann die
Integration durch ein Matrixprodukt dargestellt werden:

o H
G=Y{W,Y;=R'R, (3)

wobei Y g und W die Matrizen der SH-Basisfunktionen
und der zu dem Sampling gehérenden Gewichte bezeich-
nen. Y ist die komplex-konjugierte Matrix zu Y.

Der erste Schritt besteht nun in der reduzierten Sin-
guldrwertzerlegung der symmetrischen Matrix G um die
Konditionszahl zu verbessern:

G = Vdiag{s}V#, (4)

Bei der Analyse der Singuldrwerte zeigt sich, dass diese
fiir hohe Ordnungen schnell im Wert abfallen. Um dies
zu verdeutlichen sind in Abb. 3 die Singuldrwerte der
Gram-Matrix in dB als Funktion der Ordnung n und des
Grades m dargestellt. Fiir die hier vorliegenden Daten
zeigte sich, dass eine Beschrankung auf einen Dynamik-
bereich von etwa 60dB zu stabilen Ergebnissen fiihrt,
was eine Reduktion der maximalen Ordnung der neuen
Basisfunktionen auf Nmax = 17 zur Folge hat.

Durch Ausnutzung der Symmetrie der Gram-Matrix
kann Gl. (4) als doppeltes Matrixprodukt reprisentiert
werden, welches mithilfe der QR-Zerlegung in Verbin-
dung mit der Rekonstruktionsmatrix gebracht werden
kann:

G = Vdiag{s}V¥H,
—  Vdiag{s"?} diag{s*}V# (5)
RQYQR. (6)

Hierbei wurde ausgenutzt, dass Q eine unitdre Matrix
ist, dass also Q Q = I mit I als Einheitsmatrix.
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Singular values of the Gramian matrix for the Hemisphere
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Abbildung 3: Singuldrwerte der Gram-Matrix in dB fiir die
Halbkugel als Funktion von Ordnung n und Grad m

Mit der QR-Zerlegung von Gl. (5) erhilt man einen ex-
pliziten Ausdruck fiir die Rekonstruktionsmatrix:

R = QY diag{s”*}V*. (7)

Die ersten 16 komplexwertigen Basisfunktionen auf der
Halbkugel berechnet mit Gl. (1) sind in Abb. 4 gezeigt.
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Abbild/ung 4: Die ersten 16 komplexwertigen Basisfunktio-
nen Y, auf der Halbkugel

Um die Transformation zwischen den Hemispherical und
Spherical Harmonics zu untersuchen, wurde die Pseudo-
Inverse der Rekonstruktionsmatrix RT analysiert. Die
Spalten dieser Matrix bestimmen die Linearkombinati-
on der Spherical Harmonics Basisfunktionen Y7, die zu

#
einer Hemispherical Harmonic Y7, fiihren.

In Abb. 5 sind die Eintrige der Spalten von Rt in dB
geplottet als Funktion der Ordnung n und des Grades m
fir die Original-SH. Dies ist fiir zwel Hemispherical Har-
monics durchgefiihrt worden: einmal fiir Ordnung n’ =9
und Grad m’ = 9 (Abb. 5(a)) und einmal fiir Ordnung
n' =12 und Grad m’ = 3 (Abb. 5(b)).

Aus den Daten lisst sich schlieflen, dass die Rekonstruk-
tionsmatrix fiir niedrige Ordnung diinn besetzt ist und
eine Hemispherical Harmonic Zf// eine Linearkombinati-
on der Spherical Harmonics vom gleichen Grad und der
gleichen Ordnung und allen hoheren Ordnungen ist. Fiir
hohere Ordnungen (n’ > 12) scheint dies nicht mehr zu
gelten und es kommt zu einer gréfleren Vermischung von
Ordnungen und Graden der Spherical Harmonics in ei-
ner Hemispherical Harmonic. Dies kénnte zu einer insta-
bilen Transformation zwischen den Basen auf der Voll-
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(a) Rt (n’ =9,m' = 9)
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(b) RT(n/ = 12,m' =3)

Abbildung 5: Spalten der Pseudo-Inversen R™ als Funktion
von Ordnung n und Grad m fiir zwei Kombinationen von n’
und m’

und Halbkugel fithren. Der Einfluss in der tatséchlichen
Anwendung muss aber noch untersucht werden.

Analytische Beispielrechnung

Um die Anwendbarkeit der beschriebenen Methode zur
Bestimmung der orthonormalen Basisfunktionen zu te-
sten wurden beispielhaft Berechnungen mit Punktschall-
quellen durchgefiithrt. Dazu wurde das Schallfeld mit der
Green’schen Funktion sowohl im Ortsbereich als auch im
SH-Bereich berechnet. Fiir die Halbkugel wurde die ana-
lytische Berechnung im SH-Bereich mit Gl. (2) transfor-
miert. Durch die Berechnung im Orts- und SH-Bereich
kann der Einfluss von Ortsaliasing besser bestimmt wer-
den, da die Berechnungen in der SH-Doméne frei von
Aliasing sind und die Genauigkeit nur von der maxi-
malen SH-Ordnung abhéngt. Die Frequenz fir Aliasing
itber dem Winkel lag fiir die benutzten Arrays bei circa
2.2kHz.

Fiir die analytischen Berechnungen wurde das Test-
Szenario in Abb. 6 benutzt, bei dem zwei Quellen au-
Berhalb der Arrays und eine innerhalb platziert wurden.
Die Quellstirke war iiber der Frequenz konstant und es
wurde eine Samplingrate von 10 kHz gewahlt.

Das so berechnete Schallfeld wurde dann sowohl auf der
Vollkugel als auch auf der Halbkugel in Spherical bzw.
Hemispherical Harmonics zerlegt, jeweils fiir alle Quel-
len einzeln und fiir die Uberlagerung der drei Quellen.
Zur Validierung wurde der normierte Ortskorrelations-
koeffizient zwischen der analytischen L&sung und der

Abbildung 6: Test-Szenario mit Punktschallquellen fiir die
Zerlegung mit Hemispherical Harmonics

SH-Transformation benutzt. Dieser ist ein Maf fiir die
Ahnlichkeit der Ergebnisse sowohl beziiglich der Form
als auch beziiglich der Amplitude. Im Idealfall perfek-
ter Ubereinstimmung sollte der Wert genau gleich eins
sein. Die Ergebnisse sind in Abb. 7 fur die Vollkugel
(Abb. 7(a)) und fiir die Halbkugel (Abb. 7(b)) zu sehen.
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Abbildung 7: Ortskorrelation zwischen analytischer Berech-
nung und Zerlegung mittels Basisfunktionen

Die Tatsache, dass die Korrelation bis zur Aliasing-
frequenz genau eins betrigt, zeigt, dass die Zerlegung
mit den Hemispherical Harmonics sehr gut funktioniert.
Oberhalb von 2.2 kHz schwankt die Korrelation stédrker
als fiir die Berechnungen auf der Vollkugel, was aber nicht
von Bedeutung ist, da die Ergebnisse in jedem Fall auf-
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grund von Aliasing unbrauchbar werden. Fiir die Quelle
innerhalb des Arrays liegt die Aliasingfrequenz oberhalb
von 5 kHz, weshalb die Korrelation fiir diese Quelle stets
eins ist.

Im Weiteren wurde die Transformation der Koeffizienten
fur die Halbkugel zuriick in den SH-Bereich getestet. Da-
zu wurde der anfangs beschriebene Anwendungsfall der
ortlichen Filterung benutzt. Um das Ergebnis im Idealfall
zu analysieren wurde das Schallfeld fiir nur eine Quelle
aulerhalb des Arrays (S; in Abb. 6) berechnet und dann
mithilfe von Beamforming und Nahfeldholographie das
Quellensignal rekonstruiert. Das Originalsignal und das
Ergebnis der Rekonstruktion ist in Abb. 8 als Funktion
der Frequenz gezeigt.
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Abbildung 8: Quellensignal im Original und mit Beamfor-
ming und Nahfeldholographie rekonstruiert

Man kann an den Daten erkennen, dass die Beamforming-
Berechnung bis zur Aliasingfrequenz von etwa 2.2 kHz ein
sehr gutes Ergebnis liefert, das um weniger als 1dB vom
Originalsignal abweicht. Im Vergleich dazu ist das Ergeb-
nis der Nahfeldholographie recht instabil mit deutlichen
Pegelschwankungen von bis zu 3dB iiber der Frequenz.
Dies deutet darauf hin, dass das Verfahren der Nahfeld-
holographie sehr anfillig fiir numerische Ungenauigkei-
ten, wie sie bei der Transformation mit Gl. (2) auftreten
konnen, ist. Es zeigt sich auch, dass der Einfluss von Alia-
sing deutlich hoher fiir die Nahfeldholographie ist, da die
Fehler im Vergleich zum Beamforming um 20dB hoher
ausfallen.

Zusammenfassung

In diesem Beitrag wurde ein Verfahren untersucht, mit
dem man Daten auf Halbkugelschalen so mit orthonor-
malen Basisfunktionen zerlegen kann, dass das Ergebnis
in Beziehung zu den Spherical Harmonics gesetzt werden
kann.

Dazu wurden zunéchst aus der Gram-Matrix eine Re-
konstruktionsmatrix bestimmt, mit deren Hilfe komple-
xe, orthonormale Basisfunktionen auf der Halbkugel be-
rechnet werden koénnen. Diese Basisfunktionen wurden
dann genutzt um ein analytisch berechnetes Schallfeld
mit Punktschallquellen sowohl auf der Voll- als auch
auf der Halbkugel zu zerlegen. Es wurde eine sehr gu-
te Ubereinstimmung mit den analytischen Ergebnissen
festgestellt, die nur von der Aliasingfrequenz des Arrays
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vermindert wurde. Dies bedeutet, dass die berechneten
Basisfunktionen sich gut zur Transformation des Schall-
feldes nutzen lassen.

Als weiteren Anwendungsfall wurden Methoden der
ortlichen Filterung benutzt, um das Signal einer
Punktschallquelle zu rekonstruieren. Dabei war das
Beamforming-Ergebnis sehr gut und nur geringe Abwei-
chungen zum Originalsignal waren zu beobachten. Das
Ergebnis der Nahfeldholographie war jedoch mit hoheren
Pegelschwankungen nicht zufriedenstellend, was auf eine
hohe Anfiilligkeit fiir numerische Ungenauigkeiten schlie-
Ben lasst.

Die hier gezeigten Basisfunktionen kénnen nun fiir
die Transformation von Messdaten benutzt werden. Es
muss untersucht werden, ob die guten Beamforming-
Ergebnisse auch bei realen Daten erreicht werden kénnen.
Es bleibt auch zu untersuchen, inwieweit sich das Ergeb-
nis fiir die Nahfeldholographie verbessern lésst. Dies kann
zum Beispiel durch weitere Analyse der Rekonstruktions-
matrix und eine eventuelle Ordnungsbegrenzung gesche-
hen.
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