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Einleitung

Zur modalen Beschreibung des akustischen Auflenraum-
problems werden in der Literatur zwei Arten von Moden
diskutiert. Das Eigenwertproblem der reellen Impedanz-
matrix liefert die von der Frequenz abhéngigen acoustic
radiation modes und wird zunéchst von Borgiotti [1] und
von Sarkissian [2] untersucht. Cunefare und Currey [3-5]
erweitern diese Betrachtungen um Untersuchungen zum
akustischen Abstrahlgrad und dessen Gruppierungsver-
halten. Peters et. al [6] behandeln die Symmetrieeigen-
schaften der Impedanzmatrix, welche mittels Randele-
mentmethode geliefert wird und in der Regel erst sym-
metrisch gemacht werden muss. Dagegen finden die Ei-
genvektoren der Systemmatrizen im Zustandsraum, be-
kannt als normal modes, in der Auflenraumakustik bisher
nur wenig Anwendung. Marburg et al. [7-9] stellen am
Beispiel zweier Strukturen umfangreiche Untersuchungen
zu den normal modes unter dem Einfluss verschiedener
Netzdiskretisierungen im Hinblick auf die abgestrahlte
Schallleistung an.

Gegenstand dieses Papers soll der Vergleich beider Mo-
denformen am Beispiel einer offenen Struktur sein.

Theorie

Das zweidimensionale Randwertproblem fiir den zeitlich
harmonischen Schalldruck p(x,t) = p(x)e” ™! fiir das
fluid-gefiillte Gebiet Q = Q¢ U Q¢ (vgl. Abb. 1) wird
beschrieben durch die Helmholtz-Gleichung
V2p(x) + k*p(x) = 0, x € QCR? (1)
mit der Wellenzahl k¥ = w/cy. Auf der Oberfliche der
schwingenden Struktur I' seien die Schnellen der Partikel
im Fluid und die der Struktur gleich vy = v,. Um das
akustische Auflenraumprobem beschreiben zu konnen,
erfordert die Losung des Randwertproblems zuséatzlich
die Erfiilllung der Sommerfeld’schen Abstrahlbedingung
im Unendlichen (T'g fir R — oo, vgl. [10]). Diese wird
in der Formulierung der infiniten Elemente (IFE) in Q/¢
bereitgestellt, welches an den dufleren Rand I', des inne-
ren Gebietes der finiten Elemente (FE) in /¢ anschliefit.
Die Diskretisierung des Fluids mittels finiter und infiniter
Elemente liefert ein lineares Gleichungssystem
(K — ikD — k*M)p (2)
mit der Steifigkeits-, Dampfungs- und Massenmatrix
K, D und M. Die rechte Seite von Gl. (2) beinhaltet die
Dichte des Fluids py, eine Schnelleanregung an den Netz-
knoten auf der Struktur v, und die Randmassenmatrix

=iwpfOvy, =1f
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Abbildung 1: Vibrierender Festkérper umgeben von einem
Fluid in einem kreisférmigen, FE-diskretisierten Gebiet Ofe
und einem Gebiet infiniter Elemente Q'/¢,

©, welche nach [11] in diskreter Form definiert ist als

0= Jje

Die in dieser Definition auftretenden Basisfunktionen
®(x) stammen aus der Diskretisierung von Druck und
Schnelle geméf

dl'(x). 3)

N

x) =Y di(x)p = " (x)p, (4)
l;l

x) =Y di(x)vey = 7 (x)vs. (5)
=1

Die diskrete Form der Schallleistung ist definiert als

(6)

wobei der Index I' jene Freiheitsgrade bezeichnet, die
mit der Oberfliche der Struktur assoziiert sind. Mit-
tels Inversion der dynamischen Steifigkeitsmatrix (A =
K — ikD — k2M) lisst sich Gl. (2) nach dem Vektor der
Knotenwerte des Druckes p umstellen, sodass die Schall-
leistung nach Gl. (6) bestimmt werden kann

1
P = R{pfOrvi},

:4}%{ A Orvi} = §R{fFTA Tervi}

(7)

= ivrﬁ{iWPfG)FAF Or}vr.
—_——
=7

Die Matrix Z wird als Impedanzmatrix bezeichnet.
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Moden der Schallabstrahlung

Frequenzunabhingige normal modes

Zur Bestimmung der normal modes wird das diskrete
Gleichungssystem mit Matrizen der Grofle N x N aus
Gl. (2) in den Zustandsraum iiberfiithrt

(A+ikB)z=r (8)

mit v’ = [0, —f] = [0, —iwp;Ov,] und

M 0 |0 M | —ikp
A—[O —K}’ B—[M D} und z-[p].

Aufgrund der komplexen Konjugation der Testfunktio-
nen gegeniiber den Ansatzfunktionen folgt, dass die von
der Frequenz unabhingigen Zustandsraummatrizen A
und B asymmetrisch sind. Folglich ergeben sich fiir das
Eigenwertproblem zum Eigenwert £ = —ik sowohl rechts-
als auch linksseitige Eigenvektoren geméfl

(A-kB)x, =0 und y (A-xB)=0. (9)

Die Zustandsraummatrizen lassen sich weiterhin tiber die
modalen Matrizen diagonalisieren

YTAX, = diag(ay, ...
YIBX, = diag(f1, ...

) a2N—5)a (10)
, Ban—s)- (11)

Die 2N — ¢ Eigenwerte der normal modes folgen aus den
Eintrégen entlang der Hauptdiagonalen x; = a;/3; mit
j=1,...,(2N =¢). Dasich fiir kreisformige Rénder zwi-
schen dem Gebiet der finiten und infiniten Elemente I,
Nullzeilen und -spalten in der Massenmatrix einstellen
(vgl. [12]), wird in [8] eine Teilung und Reduktion der
Matrizen diskutiert. Die Differenz von vollem zu verrin-
gertem Rang der Massenmatrix wird durch § angegeben.
Reduziert man das Zustandsraumsystem auf jene unteren
N Zeilen, welche mit dem Druck assoziiert sind, erhalt
man einen Zusammenhang zwischen den Druckwerten pr
und der rechten Seite des Gleichungssystems fr auf dem
Rand iiber die Impedanzmatrix Zy

pr = — Xrdiag{a; +ikf;} YT fr. (12)
=Znu
Eingesetzt in (6) folgt fiir die Schallleistung
1 T "
P = 5%{(—Z1’*fr) @FVF}
_ (13)

1 .
- iv?%{zwpr?ZEGF bvp
—_—
VANSYs
mit der Impedanzmatrix Z NM-

Frequenzabhiingige radiation modes

Die radiation modes sind die Eigenvektoren der reel-
len, frequenzabhingigen und symmetrischen Impedanz-
matrix und werden in der Regel mithilfe der Randele-
mentmethode bestimmt. In diesem Paper soll die Impe-
danzmatrix jedoch aus der Zerlegung der Systemmatri-
zen der finiten und infiniten Elemente gewonnen werden.
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Hierzu wird die frequenzabhéngige dynamische Steifig-
keitsmatrix A auf der linken Seite von Gl. (2) in Anteile
mit Freiheitsgraden auf dem Rand (Index 1) und im Fluid
(Index 2) unterteilt:

Ay Al ;1 , 011 O] (Vi
= — . 14
|:A21 A22] [pz] wops [921 @22] [VJ (14)

Die Randmassenmatrix ist lediglich auf der Struktur
ungleich Null, sodass gilt @12 = @3 = Oy = 0.
Dariiber hinaus beschrénkt sich die Schnelleanregung auf
die Strukturoberfliche und es folgt vo = 0. Umstellen des
Gleichungssystems (14) nach p; = pr liefert nach Ein-
setzen in die Gleichung (6) die diskrete Schallleistung

1 ‘ - -T :
P = 7§V1?§R{Zcupf@1T1 [A1n — AzAs As]  Or)vy

=ZArM
(15)

Modell und Implementierung

Fiir die nachfolgenden Untersuchungen wird der
kreisférmige Luftraum um die in Abb. 2 dargestellte
offene Box mit finiten Elementen diskretisiert. Die Sy-
stemmatrizen und die Vernetzung werden mit COMSOL
Multiphysics® gewonnen. Um das FE-Gebiet werden in
Matlab die sogenannten konjugiert komplexen infiniten
Astley-Leis-Elemente aufgebaut und die neuen System-
matrizen zusammengesetzt. Fiir die infiniten Elemente

y[m]
o

x [m]

Abbildung 2: Luftraum um eine offene Box vernetzt mit
finiten und infiniten Elementen der radialen Ordnung sechs.

werden Lagrange-Polynome der radialen Ordnung sechs
verwendet.

Ergebnisse

Eigenvektoren der normal modes

In Abbildung 3 sind ausgewihlte Modenformen der fre-
quenzunabhéngigen normal modes in Form der rechts-
seitigen Eigenvektoren zum Druck dargestellt. Die zu-
gehorigen Eigenwerte sind in Abb. 3 oberhalb der je-
weiligen Modenform abgebildet. Offensichtlich fiihrt die



einseitige Offnung in der Struktur zur Ausprigung von
Auflen- als auch von Innenraummoden. So zeigt der Ei-
genvektor zum Eigenwert k1 eine Monopolmode und die
Vektoren zu den Eigenwerten ki3, k17 und k49 jeweils
entsprechende Dipolmoden im Auflenraum. Fiir k47 lisst
sich dariiber hinaus eine Quadrupolmode erahnen. In-
nenraummoden koénnen fiir K19, k35, K40 und Kse gefun-
den werden. Die Eigenwerte sind mit dem Faktor ¢ /(27)

w, =-1.78

#yy = 448449.22

©

#iyy = -0.194191.88i

=]

#yy = -52,6438.471
#iy = -15.014209.09i

©
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#; = -58.17+40.81i
i, =-85.56+213.730 # gy = -103.854211.15i #i = -17.04+281i
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Abbildung 3: Ausgewihlte normal modes als Rechtseigen-
vektoren zum Druck.
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skaliert, sodass sich aus deren Imaginérteil die Frequenz
ablesen ldsst, zu welcher die entsprechende Mode eine Re-
sonanz zeigt. Im Realteil steckt weiterhin eine Informa-
tion iiber die Ddmpfung. So sind insbesondere jene Mo-
denformen an der Abstrahlung von Schall beteiligt, wel-
che aufgrund ihres geringen Realteils, schwach geddmpft
schwingen, was offensichtlich insbesondere fiir x1p und
K35 zu beobachten ist.

Eigenvektoren der radiation modes

Die Eigenwerte und -vektoren der Impedanzma-
trix—bekannt als acoustic radiation modes—miissen im
Gegensatz zu den zuvor behandelten normal modes nun
fiir jede Frequenz einzeln bestimmt werden. Abbildung 4
zeigt den Verlauf der jeweils zehn grofiten Eigenwerte A;
iiber einen Frequenzbereich bis 300 Hz. Die konkrete Rei-
henfolge der Eigenwerte lésst sich nicht ohne weiteres je-
derzeit préizise angeben, da diese an bestimmten Frequen-
zen die Positionen wechseln. Mithilfe einer MAC-Analyse
(Modal Assurance Criterion) lieflen sich einzelne Eigen-
werte jedoch iiber die Frequenz verfolgen, was jedoch
nicht Bestandteil dieses Papers sein soll. Deutlich wird
allerdings, dass zwei der Eigenwerte, die bereits zu tiefen
Frequenzen zu den zehn grofiten Eigenwerten zéhlen, um
etwa 49 Hz bzw. 192 Hz eine signifikante Uberhshung zei-
gen. Mit einem Blick auf die Eigenvektoren der radiation
modes, bei 10 Hz dargestellt in Abb. 5, lassen sich fiir Ay
und As jene Schwingformen identifizieren, die bereits bei
den normal modes in Abb. 3 an den gleichen Frequen-
zen (siehe S{x10} ~ 49Hz und S{x35} ~ 192Hz) mit
geringem Realteil, also schwach geddmpft, auftreten.
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Abbildung 4: Frequenzabhéngigkeit der zehn gréfiten Eigen-
werte A1 — Ao der radiation modes.
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Abbildung 5: Radiation Modenformen der sechs grofiten Ei-
genwerte bei tiefen Frequenzen (hier 10 Hz).

Schallleistung

Fiir die Berechnung der abgestrahlten Schallleistung
werden auf die Oberfliichen der offenen Struktur (sie-
he Abb. 2) jeweils unterschiedliche, komplexe Ober-
flichenschnellen v aufgepriigt. Die berechneten Schall-
leistungen auf Basis der normal modes aus Gl. (13) und
der radiation modes aus Gl. (15) sind im Frequenzbe-
reich von 1 Hz bis 300 Hz in Abb. 6 dargestellt. Als Refe-
renz dient zum einen die Berechnung der Schallleistung
iiber die Inversion der dynamischen Steifigkeitsmatrix A
in Gl. (7) und weiterhin eine Berechnung mit COMSOL
Multiphysics® unter der Verwendung von PML (Perfect-
ly Matched Layer). Die auf Basis der acoustic radiation
modes berechnete abgestrahlte Schallleistung ist der Re-
ferenzlosung mittels Inversion der dynamischen Steifig-
keitsmatrix sehr ahnlich. Diese wiederum stimmt sehr gut
mit der Berechnung mittels COMSOL und PML iiberein.
Die Berechnung der Schallleistung mittels der normal
modes liefert aufgrund einer unzureichenden Orthogona-
litdt ein deutlich von der Referenzlosung abweichendes
Ergebnis, was Gegenstand zukiinftiger Untersuchungen
sein wird.
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Abbildung 6: Abgestrahlte Schallleistung fiir definierte
Schnellen auf der Oberflache der Struktur.

Zusammenfassung

Beide Arten von Moden fiir das Aulenraumproblem lie-
fern Informationen dariiber, welche Schwingformen zu
bestimmten Frequenzen schwach geddmpft auftreten und
somit grofien Einfluss auf die abgestrahlte Schallleistung
nehmen. Um den Speicherbedarf zu minimieren, liele
sich mit diesem Wissen eine modale Reduktion auf je-
ne einflussreichen Eigenwerte und -vektoren durchfiihren.
Voraussetzung fiir verléssliche Ergebnisse bei der Berech-
nung der Eigenwerte der normal modes ist die Diagonali-
sierbarkeit der Zustandsraummatrizen mittels der moda-
len Matrizen. Hinsichtlich des Auftretens komplex konju-
gierter Eigenwerte, nicht vernachlédssigbarer Nebendiago-
naleintrdge und damit einhergehender Ungenauigkeiten
in der berechneten Schallleistung, steht fiir zukiinftige
Untersuchungen zunéchst die Verbesserung der Orthogo-
nalitdtseigenschaften im Vordergrund. Hierfiir sollen bei-
spielsweise die Vernetzung im FE-Gebiet und die radialen
Polynome der Interpolationsfunktionen fiir die infiniten
Elemente variiert werden.
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