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Einleitung

Aktive Lärmreduktionsmethoden stellen eine effektive
Lösung für tieffrequente Schallabstrahlungsprobleme dar.
Um eine globale akustische Beruhigung in resonanten Ka-
vitäten bei Verwendung von strukturellen Fehlersensoren
zu erreichen, muss die Dynamik der Kavität bei der Reg-
lerauslegung berücksichtigt werden. Als Kostenfunktion
für den Regler wird die akustische potentielle Energie im
Fluid anhand der umgebenden Strukturschnellen quan-
tifiziert.
Dieses Vorgehen führt jedoch zu hohen Modellordnungen,
welche heutige Signalverarbeitungssysteme nicht leisten
können. Um die Reglerdimension zu reduzieren wird ein
Satz struktureller Schallstrahlungsmoden erzeugt, welche
orthogonal bezüglich der akustischen potentiellen Ener-
gie sind und deren Reduktion eine globale akustische
Schallminderung nach sich zieht.
Zu diesem Zweck wird die modale Interaktionstheorie
verwendet, welche es erlaubt, Strukturmoden und Fluid-
moden getrennt zu berechnen. Da bei diesem Ansatz
die Schnellekontinuität an der Interaktionsfläche verletzt
wird, müssen ausreichend Moden der entkoppelten Teil-
systeme verwendet werden um den physikalischen Kopp-
lungsmechanismus abzubilden. Die modale Interaktions-
theorie wird zunächst validiert und anschließend gezeigt,
dass bei einer auskonvergierten Lösung die Schallstrah-
lungsformen unabhängig von der Frequenz und diese da-
mit für eine Reduktion der Reglerordnung geeignet sind.

Theorie

Für die aktive Regelung der Schallabstrahlung in be-
grenzte Räume wird die akustische potentielle Energie
(APE) als globales Gütefunktional verwendet, welche
sich zu

Ep(ω) =
1

4ρ0c20

∫
Vf

|p(r, ω)|2dV (1)

als Volumenintegral der Schalldruckquadrate p(r, ω) in
den Punkten r = (x, y, z) berechnet. Darin beschreiben
ρ0 die Fluiddichte und c0 die Schallgeschwindigkeit im
Fluid. Die akustische potentielle Energie ist frequenz-
abhängig und über der Zeit gemittelt [1], die Frequenz-
abhängigkeit wird im Folgenden der Übersichtlichkeit
halber weggelassen.
Basierend auf der modalen Interaktionstheorie [2] wird
eine Synthese der Strukturmoden im Vakuum sowie der
akustischen Moden mit schallharten Randbedingungen

durchgeführt. Es werden modale Freiheitsgrade qs der
Strukturschnellen zu

v(rS) =

ns∑
l=1

qs,lψl(rS) (2)

und qf des Fluids zu

p(r) =

nf∑
j=1

qf,jφj(r). (3)

eingeführt, wobei rS = (xS , yS , zS) einen Punkt auf der
schwingenden Strukturoberfläche beschreiben.
Aufgrund der Orthogonalität der akustischen Moden so-
wie durch Substitution von Gleichung (3) in Gleichung
(1), kann die APE zu

Ep =
1

4ρc2

nf∑
j=1

Γj |qf,j |2 = qH
f Lqf , (4)

umformuliert werden, wobei qf den (nf × 1)-
dimensionalen Vektor der akustischen modalen Ampli-
tuden beschreibt. L ist dabei eine Diagonalmatrix, mit
den Einträgen

L(j, j) =
Γj

4ρc2
, (5)

wobei Γj =
∫
V
φj(r)dV den Volumennormalisierungsfak-

tor der j -ten akustischen Mode beschreibt.

Um die APE in Abhängigkeit der strukturellen Schwin-
gungsschnellen zu beschreiben, wird eine modale
struktur-akustische Impedanzmatrix Z eingeführt, so-
dass gilt:

qf = Zqs. (6)

Z hat die Dimension (nf × ns) und qs ist der (ns × 1)-
dimensionale Vektor der ns strukturellen modalen Am-
plituden. Unter Vernachlässigung zusätzlicher Quellen
im Fluid kann die Transferfunktion aus dem Kirchhoff-
Helmholtz Integral für eine schallharte Kavität zu

p(r) = iρω

∫
S

G(rS |r)v(rS)dS, (7)

beschrieben werden, mit i =
√−1 und G(rS |r) als Green-

Funktion der akustischen Kavität mit schallharten Rand-
bedingungen [2]:

G(rS |r) =
nf∑
j=1

Φj(rS)Φj(r)

Γj(κ2
j − k2)

. (8)
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κj =
ωj

c beschreibt darin die resonante Wellenzahl der
j-ten akustischen Mode und k = ω

c ist die akustische
Wellenzahl bei der Anregungsfrequenz ω.

Durch Einsetzen von Gleichung (2) sowie Gleichung (7)
in Gleichung (6) und Auflösen nach Z, ergibt sich

Z =
iρω

Γj(κ2
j − k2)

B, (9)

wobei die modale Kopplungsmatrix B als

B =

∫
S

Φj(rS)Ψl(rS)dS (10)

substituiert wurde. Mit dieser Formulierung der Transfer-
funktion kann die APE aus Gleichung (4) umgeschrieben
werden als

Ep = qH
s ZHLZqs = qH

s Πqs, (11)

sodass sie eine quadratische Funktion der strukturel-
len Schnelleamplituden in Abhängigkeit der sogenannten
Fehlergewichtungsmatrix (EWM: error weighting ma-
trix ) ist [3, 4]. Diese Formulierung wird in dieser Un-
tersuchung als Gütefunktion für den Regler verwendet.
Da bei der modalen Interaktionstheorie die Schnellekon-
tinuität an der Interaktionsfläche vernachlässigt wird,
muss eine Vielzahl von Moden der entkoppelten Teil-
systeme berücksichtigt werden [5], welche oberhalb des
betrachteten Frequenzbereichs liegen. Aus diesem Grund
wird zunächst eine Validierung der Formulierung für das
betrachtete System durchgeführt.

Simulationsmodell

Das in dieser Arbeit verwendete Simulationsmodell der
strukturellen Zylinderschale sowie des eingeschlossenen
Fluids ist in Abbildung 1 dargestellt. Die Zylinderschale
ist L = 3 m lang, hat einen Radius von R = 0.5 m
sowie eine Materialstärke von t = 2 mm. Die Struktur
besteht aus Aluminium mit einem E-Modul von E = 74
GPa, einer Dichte von ρs = 2700 kg / m3 sowie einem
Dämpfungsverhältnis von 1%. Die Materialparameter
der Luft sind c = 343 m/s als Schallgeschwindigkeit
und ρ = 1.204 kg/m3 als Fluiddichte. Die Ränder der
Kavität sind als schallharte Flächen modelliert.
Um die Ergebnisse der modalen Interaktionstheorie zu
validieren, wurde zusätzlich eine gekoppelte harmonische
Analyse in ANSYS R© durchgeführt, wobei die akustische
und strukturelle Schnelle an den koinzidenten Knoten
entlang der Interaktionsfläche gleichgesetzt wurden.
Die APE wird dabei nach Gleichung (1) berechnet. Die
Struktur wird durch eine Punktkraft in y-Richtung an
der Position (xm, ym, zm) = (0m, 0.5m, 1, 5m) angeregt.
Ein Vergleich der resultierenden APE in der Kavität mit
der modalen Interaktionstheorie nach Gleichung (11) ist
in Abbildung 2 aufgetragen. Dabei wird die Anzahl der
verwendeten Moden der Teilsysteme variiert, so dass alle
Eigenformen unterhalb einer Grenzfrequenz fg in der
Berechnung berücksichtigt werden. Des Weiteren wird
der Einfluss der Verwendung von Finiten Elementen
mit linearen bzw. quadratischen Ansatzfunktionen
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Abbildung 1: Vernetztes Finite Elemente Modell der
strukturellen Zylinderschale (links) und des eingeschlos-
senen Fluids (rechts)
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Abbildung 2: Vergleich des akustischen potentiellen
Energiepegels in der Kavität in Folge einer strukturellen
Punktkraftanregung

dargestellt.
Die Verwendung quadratischer Elemente unter

Berücksichtigung der Eigenformen bis zur Grenz-
frequenz fg = 2000Hz resultiert dabei in einer
hinreichenden Genauigkeit der Beschreibung der Fluid-
Struktur-Interaktion. Bei der Verwendung von linearen
Elementen bzw. geringerer Anzahl von verwendeten
Moden zeigen sich dagegen deutliche Abweichungen der
resultierenden APE.

Schallstrahlungsmoden gekoppelter Syste-
me

Die reelle und symmetrische EWM aus Gleichung (11)
lässt sich mit Hilfe einer Singulärwertzerlegung zu

Π = USUT (12)

in eine Diagonalmatrix S und eine voll besetzte Ma-
trix U zerlegen. Dabei beschreiben die Spalten von U
die Schallstrahlungsformen, welche orthogonal bezüglich
der Schallabstrahlung in die Kavität sind. Die frequenz-
abhängige Singulärwertzerlegung resultiert für jede Fre-
quenz in einer Sortierung vom größten zum kleinsten
Singulärwert. Der Singulärwertverlauf über der Frequenz
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kann mit Hilfe der Orthogonalität der Schallstrahlungs-
formen für jede Frequenz wiederhergestellt werden[6].
Die Schallstrahlungsformen 1-6 der Innenraumabstrah-
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Abbildung 3: Schallstrahlungsformen 1-6 der Innen-
raumabstrahlung

lung sind in Abbildung 3 über dem abgerollten Umfang
aufgetragen. Die sortierten Singulärwerte sind in Ab-
bildung 4 abgebildet. Die Schallstrahlungsformen korre-
spondieren dabei zu den Kavitätsmoden an der Interakti-
onsfläche und die zugehörigen Singulärwerte besitzen ein
Maximum in der akustischen Resonanzfrequenz.
Die aus der Singulärwertzerlegung resultierenden Schall-
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Abbildung 4: Sortierte Singulärwerte der Innenraumab-
strahlung

strahlungsmoden sind in ihrer Form unabhängig von der
Frequenz und damit gut für eine Filterimplementierung
von geringer Modellordnung geeignet. Diese Frequenzu-
nabhängigkeit lässt sich auch durch Umstellen von Π aus

Tabelle 1: Optimierte Aktuatorpositionen

x [m] y [m] z [m]
Aktuator 1 0.0177 0.4997 2.1848
Aktuator 2 0.4998 0.0154 1.4399
Aktuator 3 -0.4918 0.0353 0.6422
Aktuator 4 -0.4918 0.0901 2.9736
Aktuator 5 0.4998 -0.0154 0.5572
Aktuator 6 0.4885 -0.1067 0.9062

Gleichung (11) zu

Π = BHΩHLΩB (13)

zeigen, wobei Ω eine frequenzabhängige Diagonalmatrix
ist, welche sich zu

Ω =
iρω

Γj(κ2
j − k2)

(14)

berechnet. Die Formulierung in Gleichung (13) hat ei-
ne ähnliche Struktur wie Gleichung (12), da ΩHLΩ ei-
ne Diagonalmatrix und B eine voll besetzte frequenzu-
nabhängige Matrix ist. An dieser Stelle ist anzumerken,
dass die Zeilen von B nicht den Schallstrahlungsmoden
entsprechen, da diese die Fluidmoden enthalten, welche
nicht orthogonal entlang der Interaktionsfläche sind. Aus
diesem Grund lässt sich eine Singulärwertzerlegung der
EWM nicht umgehen.
Die Singulärwerte beschreiben den relativen Anteil der
Schallstrahlungsformen an der APE pro Frequenz. Auf-
grund ihrer Orthogonalität führt die Reduktion der Bei-
träge zu den Schallstrahlungsmoden somit auch zu einer
Reduktion der APE. Die Orthogonalität erlaubt es, einen
Großteil der Schallstrahlungsformen zu vernachlässigen,
wenn wenige Singulärwerte in einem begrenzten Fre-
quenzband dominant sind, so dass

Π ≈ UrSrU
T
r . (15)

Dabei hat Ur die Dimension (ns×nr), wobei nr die An-
zahl der betrachteten Schallstrahlungsmoden beschreibt.
Die Diagonalmatrix Sr hat die Dimension (nr × nr).

Ergebnisse

Zur Steuerung der APE unter harmonischer Anregung
werden strukturelle Punktkräfte an den in Tabelle 1 ge-
zeigten Positionen verwendet. Diese resultieren aus ei-
ner Optimierung durch einen genetischen Algorithmus
mit der Zielfunktion der Minimierung der APE in der
Kavität unter akustischer Anregung der Struktur [7].
Da dabei der Ansatz der Optimalsteuerung verwendet
wird, ist die breitbandige Unterdrückung sehr optimi-
stisch, da Einschränkungen durch die Kausalität realer
Signalverarbeitungssysteme vernachlässigt werden. Die
Störgrößenunterdrückung kann vielmehr als obere Gren-
ze der erreichbaren Schallstrahlungsreduktion angesehen
werden.
Zur Steuerung der Gütefunktion wird zum Einen die vol-
le EWM aus Gleichung (11) als Referenz verwendet und
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Abbildung 5: Störgrößenunterdrückung der akustischen
potentiellen Energie

zum Anderen eine reduzierte Menge von nr = 10 Schall-
strahlungsmoden entsprechend Gleichung (15).
Die Störgrößenunterdrückung der akustischen poten-

tiellen Energie unter akustischer Anregung der Struk-
tur ist in Abbildung 5 dargestellt. Dabei zeigen sich
bei der Verwendung von zehn Schallstrahlungsfiltern
eine vergleichbare globale Schallreduktion in der Ka-
vität. Insbesondere bei akustisch dominierten gekoppel-
ten Schwingungen, wie bspw. bei ≈ 200Hz, sind hohe
Störgrößenunterdrückungen unter Verwendung einer be-
grenzten Anzahl von Schallstrahlungsfiltern möglich.

Zusammenfassung und Ausblick

Anhand eines generischen fluidgefüllten Zylinders wur-
de gezeigt, dass die Frequenzunabhängigkeit der Schall-
strahlungsmoden für die akustische Innenraumabstrah-
lung zu einer Reduktion der Filterordnung für die tieffre-
quente Struktur-Akustik-Regelung geeignet ist.
Durch die Berücksichtigung der Kavitätsdynamik im
Regler, wird dabei eine globale Störgrößenunterdrückung
im begrenzten Fluid erreicht.
Weitere Untersuchung werden sich der experimentellen
Implementierung von Schallstrahlungsfiltern für die In-
nenraumabstrahlung widmen, bei denen auch Kausa-
litätsbedingungen der Signalverarbeitung berücksichtigt
werden.
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