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Einleitung

Energie- und Leistungstransport durch Grenz- und
Querschnittsflichen werden in der Technischen Akustik mit
Hilfe der Intensitit beschrieben, die eine vektorielle Grofie
darstellt und hinsichtlich ihrer physikalischen Dimension als
flichenbezogene Leistung zu interpretieren ist. Wéhrend sie
fiir Luftschallphdnomene iibereinstimmend als Produkt aus
Schallwechseldruck und Schallschnelle eingefiihrt wird,
existieren im Bereich des Koperschalls Definitionen, die
wahlweise auf extensiven GroBen oder aber auf einer durch
den Spannungstensor vermittelten linearen Abbildung des
Geschwindigkeitsvektors beruhen.

Im Bestreben diese zum Teil unterschiedlichen Sichtweisen
zu vereinheitlichen, befasst sich die vorliegende Arbeit mit
einer kontinuumsmechanischen Begriindung des Intensitits-
begriffes. Dieser wird ausgehend vom Prinzip der virtuellen
Leistung als die durch den Cauchy-Spannungstensor
vermittelte Abbildung des Geschwindigkeitsvektors fiir
finite Deformationen eingefiihrt. Nachfolgend werden
Darstellungen, die auf dem ersten und zweiten Piola-
Kirchhoff-Spannungstensor beruhen sowie die zwischen
diesen Darstellungen geltenden Transformationsbeziechungen
angegeben.

Ausgehend von diesen Darstellungen werden fiir
infinitesimale Deformationen die Sonderfille (a) Hydro-
statischer Druck, (b) einachsiger Zug, (c) reine Biegung und
(d) Torsion betrachtet, wobei fiir diese Grundbelastungsfille
Ausdriicke die zugehdrigen Definitionen der Intensitit
abgeleitet werden. Insbesondere fiir den Fall der Biegung
wird diskutiert, unter welchen Voraussetzungen die kon-
tinnumsmechanisch begriindete Strukturintensitdt durch das
Produkt extensiver GroBen (wie beispielsweise Biege-
moment und zeitliche Anderung des Biegewinkels)
aquivalent ersetzt werden kann.

Strukturintensitit in der Literatur

Der Begriff der Strukturintensitdt wurde durch Noiseux im
Zusammenhang mit Untersuchungen an Balken- und
Plattenstrukturen als zeitliches Mittel des Leistungsflusses
eingefiihrt, dessen Momentanwert durch Multiplikation der
Schnittlasten (Querkraft und Biegemoment) mit den Zeit-
ableitungen der zugehorigen Verschiebungsmale (Vertikal-
verschiebung und Biegewinkel) definiert wurde, siche [1].

Diese Arbeiten aufgreifend, definiert Zhang, siche [2], den
Momentanwert der Strukturintensitdt zwar als eine durch
den linearisierten Tensor der Cauchy-Spannungen, siche [5]
und [6], vermittelte lineare Abbildung des Vektors der
Strukturgeschwindigkeit in den Intensitétsvektor, gibt dessen
Komponenten aber wiederum nur fiir Plattenstrukturen unter
Verwendung der oben genannten Schnittlasten und Ver-
schiebungsmale an.
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Lui und Andere folgen diesem Vorgehen, sieche [3], ergdnzen
es aber durch die Beriicksichtigung der Normalkrifte und
Zeitableitungen der Langsverschiebungen, was Petrone und
Andere in [4], allerding im Frequenzbereich, fortsetzen.

In allen oben genannten Arbeiten sind die Betrachtungen auf
den Leistungstransport in Platten- und Balkenstrukturen fiir
den Bereich kleiner Deformationen begrenzt. Eine, sich auch
fiir finite Deformationen eignende Formulierung in die sich
die strukturmechanischen Konzepte einbetten lassen, findet
sich nicht und soll daher nachfolgend motiviert werden.

Kontinnumsmechanische Betrachtung

Ausgehend vom Prinzip der virtuellen Leistung, siehe [5],
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das den Spannungsvektor t auf dem Rand 0B,, die
Beschleunigung a im Gebiet B,, die Cauchy-Spannungen
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virtuellen Geschwindigkeitsgradienten OL enthélt, kann,

die virtuellen Geschwindigkeiten OV sowie den

die mechanische Leitungsbilanz gewonnen werden, wenn

die virtuellen durch die realen Grof3en ersetzt werden
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Diese besagt, dass die Summe aus zeitlicher Anderung der
kinetischen Energie und Spannungsleistung gleich der iiber
den Rand iibertragenden flachenbezogenen Leistung ist, die,
weil auf den Cauchy-Spannungen basierend, im Folgenden
als wahre Intensitét

1=T'v 3)

bezeichnet und durch die Anwendung des Cauchy-
Spannungstensors auf den Geschwindigkeitsvektor fiir die
Momentankonfiguration gewonnen wird. Unter Verwendung
der 1. und 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen
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kann der der Momentanwert der Intensitit ebenfalls fiir die

Zwischenplatzierung und die  Referenzkonfiguration
angegeben werden
1.PK 2Pk 2.PkT 2Pk~ T 1Pk

I =JFTud I =T F'T 1. (5)
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Anwendung auf finite Deformationen

Die oben dargestellten Intensitdtsmafle sollen nachfolgend
am Beispiel der einfachen Scherung, siehe beispielsweise
(5],

erhaltende Deformation ist durch ein homogenes Verschie-

miteinander verglichen werden. Diese volumen-
bungs- u=pyYe (mit Scherzahl yund der materiellen
Koordinate Y) und Geschwindigkeitsfeld v = 7Y e_ (mit der
Scherrate ) bestimmt. Der Deformationsgradient berechnet
sich zu F=1+yee und gestattet unter Verwendung des
linken Cauchy-Grenﬁ Tensors B = FF' sowie der Annahme
elastischen Materialverhaltens, nach [6], die Berechnung des

Cauchy-Spannungstensors

1
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(mit dem Kompressionsmodul K und dem Schubmodul G)
dessen Koordinaten bez. der kartesischen Orthonormalbasis

(e e e ) wie folgt zusammengefasst werden konnen
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Die Koordinaten der weiteren und in Gleichung (4) an-
gegebenen Spannungsmale sind:
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wobei die Asymmetrie der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungen
deutlich zu Tage tritt. Die Gleichungen (7)—(9) ver-
deutlichen, dass die oben definierten Spannungsmafle nur fiir
kleine Deformationen zusammenfallen. Die Koordinaten der
zugehorigen Intensitdtsmafle, vergleiche Gleichung (3) und
Gleichung (5), werden ebenfalls beziiglich der oben an-
gegebenen Basis angeschrieben:
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2 1
2y <7
3 1.PK 3
I=GyY| v |, I =GyY| y |, und
0 0 (10)
Z'EK—G'Y[—fyz—l +l;f O}T
v 3 37 v 3

Auch die in Gleichung (10) angegebenen Intensititsmafle
fallen nur zusammen, wenn Terme hoherer Ordnung
vernachldssigt werden konnen, siche ebenfalls Abbildung 1.
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Abbildung 1: Verlauf der Intensititen bei einfacher
Scherung. Links: x-Koordinate, Rechts: y-Koordinate. Rot:
wahre Intensitdt, Griin: 1. Piola-Kirchhoff Intensitat, Blau:
2. Piola-Kirchhoff Intensitét.

Anwendung in der Strukturmechanik

Im Bereich kleiner Deformationen werden nachfolgend die
Sonderfille (a) Hydrostatischer Druck, (b) einachsiger Zug,
(c) reine Biegung und (d) Torsion betrachtet.

Hydrostatischer Druck ist durch einen isotropen Spannungs-
zustand T =—pl (mit dem Druck p) bestimmt, und fiihrt

bei Auswertung der linken Seite der mechanischen

Leistungsbilanz, Gleichung (2), auf

P::—In~(pv)da=JV~(TTv)dv. (1)
B[

9B,

Fiir derartige Spannungszustinde entspricht der Momentan-
wert der Intensitit dem aus der Akustik bekannten Produkt
aus Druck und Partikelgeschwindigkeit. Das Integral {iber
den Rand ergibt den zugehorigen Leistungsfluss.

Die weiteren Fille werden fiir eine gerade und homogene
Balkenstruktur mit konstantem und geschlossenem Kreis-
querschnitt betrachtet, wobei die Normale mit der x-Achse
zusammenfidllt und die z-Achse in die nach unten weisende
Vertikale zeigt. Beigemomente drehen positiv um die y-
Achse.

Einachsiger Zug ist durch T=0ee mit 0 = NA

charakterisiert, wobei N die in Léangsrichtung wirkende
Normalkraft und A4 die Querschnittsfliche bezeichnen.
Aufgrund der Querkontraktion ist der Geschwindigkeits-
vektor in allen Komponenten besetzt, jedoch fiihrt die

Anwendung von T auf v zu I=T'v=o0u e (mit der



Verschiebungsgeschwindigkeit 2 ). Die Auswertung der
mechanischen Leistungsbilanz (2) ergibt

P= _[V Idv—_[n Ida= Oufda—Nu

9B,

(12)

B,

so dass fiir diesen Belastungsfall, wie in [3] und [4] vor-
genommen, unter Verwendung der Querschnittsfliche 4 eine
direkte Zuordnung der Intensitit ou zum Leistungsfluss
N erfolgen kann.

Reine Biegung ist ein Lastfall,
zustand T=0ee +7(ee +ee ),

dessen Spannungs-
insbesondere  fiir

gedrungene Balkenstrukturen die Beriicksichtigung von
Normalspannungen

M, Z (13)
o=—
I,
Y
(mit: [ , —axiales Flichentrigheitsmoment, M , — Biege-
moment, Z — Koordinate fiir Balkenhohe) und Schub-
spannungen
S. i.A.
= g_y # g (14)
I, b A

(mit: b — Breite, S, — Formfaktor, O, —Querkraft in z-

Richtung) erfordert. Das zugehdrige Geschwindigkeitsfeld
wird in fiir die xz-Ebene betrachtet v =Ww'Z e +we_ (ein

Strich kennzeichnet die partielle Ableitung nach der

Langskoordinate x). Nach Gleichung (3) folgt der
Momentanwert der Intensitét zu
I=(oWZ+7w)e +7WZe, (15)

und die Berechnung der zugehorigen Leistung nach
Gleichung (2) ergibt

P= jv Idv_jn Ida

9B,
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—WZda+ j %?wda

v

S i.A. ,
“da %M W+,

Der in [1] definierten Momentanwert der Leistungsgrofle
M ))W’+QZW kann nach Auffassung des Autors fiir diesen

Belastungsfall streng genommen nicht, wie jedoch in [2] —
[4] erfolgt, mit der Intensitit nach Gleichung (15),
identifiziert werden, da der Zusammengang zwischen der
intensiven Grofe I und der extensiven Gréfle P im
Allgemeinen nicht durch einen festen Proportionalititsfaktor
(wie zuvor die Querschnittsfliche 4) bestimmt ist.
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Torsion ist fir die zugrundegelegte (einfachste!) Balken-
struktur beziiglich der verwendeten kartesischen Ortho-
normalbasis durch den nachfolgenden Spannungstensor
T=-G 19'[ Z(ee, +ee )-Y(ee +ee, )] gegeben,

wobei  die =M, / GI, durch die
Schubsteifigkeit GI pund das, um die x-Achse wirkende,

Drillung

Torsionsmoment M, bestimmt ist. Das Geschwindig-
keitsfeld kann wie folgt angeschrieben  werden
V=—Zl9ey -YD e_. Die Intensitdt berechnet sich nach
Gleichung (3) zu

y . M, .
1=GIB(Y’ +2")e =GI¥DIR’e =—F0R%e, (17

P

und ist eine mit dem Quadrat des radialen Abstandes R zur
neutralen Faser anwachsende Grofle, die ithr Maximum,
ebenso wie die, allerdings linear von der Balkenmitte an-
wachsenden Schubspannungen, am &uBleren Rand des
Querschnittes erreicht. Die zugehdrige Leistung folgt zu

pP= jv Idv—jn Ida—szwR da

0B,
:jl

a, 'p

(18)

OR*da =

—Tz?j Rida=M,3.

P 3B

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit einer kontinuums-
mechanisch begriindeten Einfiihrung der Intensitit, die fiir
finite Deformationen anhand der einfachen Scherung sowie
unter Berticksichtigung typischer Lastfdlle diskutiert wird.
Die Uberlegungen weisen darauf hin, dass sorgfiltig
zwischen Leistungsfliissen und Intensitétsflissen zu
unterscheiden ist.

Literatur

[1] Noiseux, D. U.: Measurement of Power Flow in
Uniform Beams and Plates. J. Acoustic Society
America, Vol 47, No.l (part 2), 1970, 238-243

[2] Zhang, Y.: An experimental method for structural
intensity and source location. Retrospective Theses and

Dissertations, 1993, lowa State University, USA
(3]

Liu, Z.S.; Lee, H. P.; Lu, C. Passive and active interior
noise control of box structures using the structural

intensity method. Applied Acoustics 67, 2006, 112—134

Petrone, G.; Vendittis, M. De; Rosa, S. De; Franco, F.:
Numerical and experimental investigations on structural
intensity in plates. Comp. Structures 140, 2016, 94—-105

(4]

[5] Bertram, A.: Elasticity and Plasticity of Large

Deformation, Springer, 2008

[6] Haupt, P.: Continuum Mechanics and Theory of

Materials, Springer, 1999



