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Zusammenfassung.

Die Oberflichenwellen eines elastischen Festkorpers besitzen
eine durch die Laplace-Gleichung festgelegte Potentialfunk-
tion. So konnte iiber die kartesische Laplace-Losung die
Oberflachenwelle an einer planen Grenzfldche bestimmt wer-
den. Es ist naheliegend dieses Vorgehen auch auf die Ober-
fliche einer Kugel zu iibertragen. Die Losungen der sphéri-
schen Laplace-Gleichung sind Legendresche Kugelfunktio-
nen. Auch hier handelt es sich bei verschwindender Intensitét
im Kugelinnern um eine an die Kugeloberfliche gebundene,
deviatorische Fithrungswelle.

Einleitung. Aufgabenstellung.

Jede lineare elastische Verformung ldsst sich auf die 3 irredu-
ziblen, orthogonalen Komponenten zuriickfithren: Dilatation,
Rotation und Deviation. Der deviatorische Spannungstensor,
der Deviator, ist spurfrei und symmetrisch und liefert deshalb
mit der klassischen Cauchy-Kriftebilanz nur triviale Null-
Losungen. Aus diesem Grund wurde in [1] — hypothetisch —
das Kréfte- durch das verwandte Impulskonzept ersetzt und es
gelang damit Deviationswellen an planen Oberflichen auszu-
machen. Aufgabe ist nun, nach derselben Methode auch devi-
atorische Oberflachenwellen einer Kugel zu bestimmen. Die
im Anhang zur Diskussion gestellten, aber noch ungesicher-
ten Korrekturen werden dabei nicht beniitzt. ()*. Da die Kugel
in der Geophysik und Seismik héufig als Referenz dient, hat
eine solche Analyse nicht nur einen theoretischen Bezug.

Deviatorische Oberflichenwellen einer Kugel.
RV

Fig. 1 Deviationswelle an einer Kugel. Bereich 0 < 1 <1y
Fig. 2 Deviationswelle an einer Kugelkaverne. Fiir ro< .

9)

Vorgegeben ist eine homogene Kugel mit Radius rp [m] und
mit der durch Dichte p [kg/m?] und Schermodul G [Pa] fest-
gelegten Deviationsgeschwindigkeit ¢ = \(G/p) [mV/s]. Der
Einfachheit und Bestimmtheit wegen wird Verlustlosigkeit
entsprechend einer reellen Deviationsgeschwindigkeit ¢ ange-
nommen. An einem in den sphéirischen Koordinaten rer, Seg,
¢e, festgelegten Punkt (r,9,p) bestehe zur Zeit t [s] die elasti-
sche, vektorielle Auslenkung s = s(r,9,¢,t). Eine deviatorische
Verformung s wird nach s = v® [1] auf das Potential ® =
d(r,9,0,t) der Laplace-Gleichung A® = 0 zuriickgefiihrt.

s=vod AD =0

(H(@)
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Allein die Vorgabe A® = div v® = div s = 0 zeigt, dass die s-
Verformung divergenzfrei ist. Die Vektoridentitét rot v =0
bestitigt direkt die Rotationsfreiheit rot s = 0. Die zweistufige
Differentialgleichung A® = 0 hat die Losung. [3. S.295].

O=N720 Vet Pom Pn=RTUpVs ()4
R, R = (t/rp)" (5)
T, = {T' = cos ot T" = sin ot T =exp int} (6)
Up={U'= cosmp Ul=sinme UM=expimo} (7)
Vo= {VI= Pi(9)  VI=Qu(®)* VII= 2%} (8)

Die Gesamtlosung @ setzt sich aus den Legendre’schen Ei-
genmoden @y = Dpy(r,3,0;t) Zusammen. Spezielle Losungen
sind die zonalen ®¢ und die sektoriellen Kugelflichen ®.
Es ist zweckmaiBig, flir ¢ die den Koordinaten zugeordnete
Separationsansitze R; = R(r), T = T(t), Up=U(9) und Vg =
V(9) aufzustellen.(5-8). Die Separation R, der r-Richtung
gibt den zur Kugelmitte monotonen Abfall (1/ro)" und bestitigt
so eine Oberflachenwelle. Die Ansitze Ty, Uy, und Vg unter-
liegen Differentialgleichungen 2. Ordnung und haben 2 ortho-
gonale Losungen: Bei U, mit dem Umfangswinkel ¢ sind dies
U' = cos me und U" = sin mg. Diese Losungen I. und II. Art
beschreiben stehende Wellenfelder. Fiir Laufwellen dagegen
ist es niitzlich die beiden, sich nur im Vorzeichen unterschei-
denden Losungen III. Art einzufiihren. Bindeglied zwischen
den 3 Losungsarten ist die Euler-Identitét (10).

U'+/-iUT=U" — cos m@ +/-1isin me =exp +/-im¢p (9)(10)

Bei Vg mit dem Polarwinkel 9 sind die Stehwellen durch die
Legendre-Polynome der I. und der II. Art bestimmt; V' = Py,
und VI = Q. Die zur Beschreibung von Laufwellen notwen-
dige Losung I11. Art V! konnte nicht recherchiert werden.

Stehwellen. Die Losungen I. Art in die Ausgangsgleichung (4)
eingesetzt beschreibt das Potential ®¢' und die Auslenkung
s' = VO, des stehenden Wellenfeldes.

D' = (t/10)! T' VI U'= (1/19) cos ot cosme Pin(9)  (11)
st =115l cos ot cos me P [#]
[#] = Ler+ (0P um/03)/Pim €5 - (m tg mo /sin J) e, (12)*

Konventionell sind darin nur die Terme 1. Art {I} ={cos ot,
cos m@, Pim(3)} beriicksichtigt. Die Terme der 2. Art {II}
={sin ot, sin m, Qm(3)} stehen dazu in Opposition und sind
bei Einsnormierung verbunden durch:
2 +{12=1 (13)

Diese Beziehung gilt auch fiir die Bessel-Funktionen I. und
II. Art. [3. GL 9.2.17ff]. Die Addition der beiden orthogonalen

Stehfelder {I} und +/-{II} erbringen die Laufwelle +/-{III},
ebenso gilt die Umkehrung.
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Laufwellen. Am einfachsten ist die Ausbreitung in Richtung
der Achsen 9 und ¢. Fiir die +/- @-Richtung mit der Phasen-
geschwindigkeit ¢, = +/- ce, sind die Losungen III. Art maB-
gebend und haben das Potential ®™ und den Ausschlag s™

O = (1/r0)! T UM V! = (1/r0)" exp i(wt -/+ m@) Pun(3) (14)
sIII = (V(I)III)r + (V(DIH)@ (15)*

Bei einer deviatorischen s-Verformung versagt wegen div s =
=0 und rot s = 0 das Cauchy’sche Kréftegleichgewicht. Des-
halb wird — hypothetisch [1, 2] - das ranghdhere Impuls-
gleichgewicht (14) von kinetischem peys® und potentiellem
Impulsfluss GVs = pc?Vs angesetzt. Diese skalar mit ¢, = ce,
multipliziert vereinfacht auf die Vektorgleichung (17).

pCes® —/+ pc’vs =0 — s°—/+ ce,Vs =0
iog s —/+ icl(ro sin 8)'1 s=0

(16)(17)
(18)

Formal handelt es sich bei (17) um eine Sakulargleichung mit
der Forderung s° parallel ¢, bzw. e, Diese Richtung ent-
spricht der Hauptachse des Tensors Vs und ist identisch der
Ausbreitung der Huygens schen Elementarwelle. Die Auflo-
sung liefert eine Oberflichenwelle mit der Winkelgeschwin-
digkeit w¢ = Lc/ro und der Amplitude (r/ro)" (sin 8)'1.

Die Beschreibung der Laufwelle in 9-Richtung unterbleibt,
da keine Losung III. Art VI der Legendre-Polynome recher-
chiert werden konnte. Auch wird auf den Anhang verwiesen.

Verwandte Fithrungswellen.

Kugelkaverne. (Fig. 2) Die deviatorische Fithrungswelle fiir
den zu Fig. 1 komplementédren Kugelbereich ro < r < oo ldsst
sich ebenfalls auf die Losung Q der Laplace-Gleichung AQ =
0 zuriickfiihren. [3. S.295]

Q=323 Qun Qun=(ro/r) T U, Vs (19,20)

Die Qm-Moden haben dieselbe Winkelabhéngigkeit wie die
Kugel-Moden ®n,. Unterschiedlich ist die reziproke r-Ab-
hingigkeit (ro/r)' wonach mit groBer werdender Entfernung
mit rg <<r — oo die Schwingamplitude verschwindet.

2D-Kreisscheibe. Die deviatorische Fithrungswelle an einer
ebenen Kreisscheibe mit Radius ro [m] und den Polar-Koordi-
naten rer, @€, hat analog der 3D-Kugel ein Potential ¢(r,¢)
[m?] und mit der Bedingung A¢ = 0 die bekannten Losungen
¢¢ [3. S.295] und die elastische Auslenkung s; = V¢

=20 e b0 = A (t/10)" exp i(ot +/-Lo)
se = A br' ' rg b exp i(wt +/-L) [er + iey]

(21,22)
(23)*

Der Term exp +/-L¢ beschreibt die beiden in +/-¢-Richtung
laufenden Wellen. Deren Superposition ergibt mit der Identi-
tiat 2 (exp +ile + exp -ilo) = cos Lo die Stehwellen:
se= A r' 1ol cos Lo [er + 1 €y] exp it (24)*
Wegen s¢ ~ ! ist im Zentrum r — 0 die Auslenkung s¢(— 0
und aus s(~[er +1ie,] erkennt man die gleich groBen Amplitu-
den in er- und in e,-Richtung; der Imaginirteil ie, bedeutet
eine Phasendifferenz von 90° und bewirkt so eine kreisfor-
mige s¢-Bewegung.
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Anhang.
Nabla-Operator. Werden die angezogenen Beziechungen
_do do do .
v Eer+meg+—rsinsa¢ €y (25)
. Ors, dsin 9 sy 0s¢
divs= r or rsin$ 99 rsin 9 do (26)
0 0ro d d ®sin 9 %
Al = o T e s 9 (rsin 9)2 92 27)
alternativ {iber den Nabla-Operator V generiert nach
divs=vs AD =V-vO =V (28)(29)
so ergeben sich Unstimmigkeiten bei den r- und 9-Termen:
rdL do 9
dr
sin 9 do

Fig. 3 Gradientinr-Richtung Fig. 4 Gradient in $-Richtung

r-Gradient. Fig. 3. Der fiir die r-Richtung maBgebende, diffe-
rentielle Kugelsektor mit dem Offnungswinkel dQ = d9d¢
entspricht einem konusformigen Wellenleiter. In [2] ergab

sich fiir den r-Gradienten (V®), und daraus (A®),

ard

(03]
(VO), =—¢& = [5 + 7] er (30)
(A(D - 0 (31‘_11) = az_q) Ea_d) 31
) ror 9r arz  r or @1

Beide Versionen — (27) und (31) - liefern denselben Laplace-
Operator (A®),. Die r-Gradienten dagegen sind nur im Fern-
feld r — oo gleich: Der konventionelle Gradient 0®/0r (25)
zeigt im konusformigen Wellenleiter einen Pegelverlauf ent-
sprechend der nur via Reihenentwicklung darstellbaren, sphé-
rischen Bessel-Funktion. Dagegen hat der Gradient or®d/ror
(30) die einfache, analytische Losung r! exp ikr. — Auch der
2D-Fall mit dem r-Gradient (V®), = & ®Vr/Nr or ergibt wieder
einen analytischen Pegelverlauf nach r% exp ikr.
GGradient. Fig. 4. In 9-Richtung stellt der differentielle
drde-Kanal mit der Breite sin 9 rdg und der Hohe dr = const
an sich einen 2D-Wellenleiter dar. Ein vg-Ansatz fiir einen
solchen Kanalverlauf ist: (a = 0,5 fiir 2D; a=1 fiir 3D)

0® sin® 9 o
rsin®g 09 ?

o

[ a®cotg 9
09

VD)s =

Jes (32)

r
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