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Einleitung

Moderne Ultraschallmessverfahren nutzen die Wellenei-
genschaften des Schalls aus, anstatt nur Amplitude und
Laufzeit der reflektierten Signale auszuwerten. Notwen-
dig dafiir ist eine Erfassung der ortlichen Verteilung
der reflektierten Welle, welche mit einem strukturierten
Wandler erfolgen kann. So wurden von den Autoren u.a.
Verfahren zur gleichzeitigen Schichtdicken und Schall-
geschwindigkeitsmessung in mehrschichtigen Festkorpern
[1] oder zur ortsaufgelosten Schallgeschwindigkeitsmes-
sung in Fluiden mit Streuteilchen [2] entwickelt. Um Aus-
wertekriterien zu definieren und Messdaten zu qualifizie-
ren ist eine genaue Kenntnis des abgestrahlten und re-
flektierten Schalls notwendig. Daher ist eine Simulation
der Schallausbreitung notwendig. Dies erfolgte bisher auf
der Basis genéherter harmonischer Green’scher Funktio-
nen [3]. Diese beschreiben die Ubertragungsfunktion bei
punktformiger Anregung an einer Grenzfliche zwischen
zwei Medien unter Beriicksichtigung der physikalischen
Randbedingungen. Um einen ausgedehnten Wandler zu
modellieren, wird dessen aktive Fliche mit Punktquel-
len belegt und aus der Superposition derer Felder die
Schalldruckverteilung im Inneren eines Mediums oder
die Spannungsverteilung an einer Grenzfliche berech-
net. Ausgehen von dieser Spannungsverteilung kann dann
die Schallausbreitung im angrenzenden Medium und
zuriick zum Wandler modelliert werden. Fiir die Berech-
nung von Signalen ist ein harmonische Synthese (Schall-
feldberechnung bei mehreren Frequenzen und Faltung
mit dem Anregesignal) notwendig. Da in den Verfah-
ren mit Annular-Arrays gearbeitet wird, deren Elemen-
te aus konzentrisch angeordnete Ringen bestehen, liegen
iiberwiegend radial-symmetrische Probleme vor. Somit
liele sich durch eine Berechnung in zwei, statt bisher
in drei, Dimensionen der Rechenaufwand erheblich re-
duzieren. Dabei miissen die Grenzflichen nicht mehr mit
Punkten, sondern mit Ringen belegt werden. Die Impul-
santwort bzw. Ubertragungsfunktion fiir eine ringformige
Anregung findet sich in der Literatur jedoch lediglich
im Transformierten Gebiet. Auf die Riicktransformation
wird meist nicht eingegangen. In [4] findet sich lediglich
die Riicktransformation fiir einen Kolbenschwinger, wel-
che jedoch nicht weiterhilft, da bei der Berechnung in an-
grenzende Medien mit einer ortsabhéingigen Spannungs-
verteilung gerechnet werden muss.

In diesem Beitrag wird erstmalig ein N&herungsansatz
vorgestellt, der auf geniherten Greenschen Funktionen
fiir Punktquellen im Zeitbereich basiert.
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Ableitung Greenscher Funktionen

Grundlage fiir die Modellierung bildet die Wellenglei-
chung in Zylinderkoordinaten fiir das Verschiebungspo-
tential ®.
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Wendet man die Fourier und Hankeltransformation, mit
Jo der Besselfunktion 1. Art und 0. Ordnung,
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an, erhilt man eine gewohnliche Differenzialgleichung
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Diese kann mit einem einfachen Exponentialansatz gelost
werden.

o = Ae™IVETIZ | BeiV k22 (4)

Die Konstanten lassen sich iiber die Randbedingungen
bestimmen. So lédsst sich z.B. die Spannung fiir eine
punktformige Anregung an einer freien Oberfliche mit
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beschreiben. Dabel ist § die Diracfunktion. Die Transfor-

mation fithrt zu
Ho
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Das Vorgehen zur Bestimmung der Konstanten, dem
Aufstellen der Spannungs- und Verschiebungskompo-
nenten sowie der notwendigen Riicktransformation ist
ausfiihrlich in [3] diskutiert. Fiir eine ringférmige An-
regung an der Stelle r a ergeben sich ein dhnlicher

Ausdriicke.
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Entsprechend ergibt sich im transformierten Gebiet:
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Fiir diesen soll im Folgenden kurz das Vorgehen
zur Riicktransformation mittels Sattelpunktmethode
erlautert werden.

a

Riicktransformation mit der Sattelpunkt-
methode

Fiir die Riicktransformation der Punktquelle ist ein In-
tegral der Form:

I= /F(g)e—j\/m%(rﬁ)&df (9)
0

zu 16sen. Das Ergebnis der Ndherung ist das Feld ei-
ner Punktquelle mit Richtcharakteristik welches ab ei-
nem Abstand von A/2 von der Quelle gilt. Versucht man
das Integral fiir die Ringquelle

I= / F(€)e VRAE 1 (6) Jo(af)ede (10
0

mit dem exakt gleichen Ansatz zu l6sen indem man
F'(&) = F(§)Jo(a&) substituiert, erhielte man eine
Schallfeld mit Epizentrum im Ursprung. Tatséchlich
muss dieses jedoch an der Stelle r = a liegen, sodass die-
ser Ansatz unbrauchbar ist. Stattdessen wird zunéchst
eine Integraldarstellung der Besselfunktion genutzt.
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Analog sieht die Darstellung fiir Jy(a€) aus. Da diese
Summen multipilziert werden, ergeben sich mischterme
mit r—a und r+a im Exponten, sodass zunéchst das Epi-
zentrum an der richtigen Stelle liegt. Die Wurzeln werden
entwickelt und die entstehenden Integrale gelost, womit
das Produkt aus zwei Besselfunktionen mittels einer Ex-
ponentialfunktion approximiert wird.
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Auf diesen Ausdruck wird nun die eigentliche Sattel-
punktmethode anwenden und man erhélt.

= F(&s)cosa o ikR
V2rkRa(Rsin(a) — a) (13)
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mit

R=+/(r—a)2+22 R =\/(r+a)? + 22

T a *CL) (14)

) 8= arctan(r
£s = ksin(f)

a = arctan(
&s = ksin(a)
Die Ergebnisse der Implementierung sind in Abbildung

1 (links) dargestellt. Rechts ist zum Vergleich das Feld
mittels Punktquellensynthese berechnet.
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Abbildung 1: Vergleich der Schallfelder mit Anwendung
der Sattelpunktmethode (links) und der Punktquellensynthe-
se (rechts)

Wie deutlich zu erkennen ist, weichen die Schallfelder
stark voneinander ab. Da die Punktquellensynthese be-
reits seit Jahrzehnten qualifiziert ist, ist davon auszuge-
hen, dass die getétigte Naherung von fiir die Ringquelle
nicht giiltig ist. Daher soll hier ein alternativer Ansatz
vorgestellt werden:

Ansatz mittels transienter Grenn’scher
Funktionen von Punktquellen

Die genéherten harmonische Green’sche Funktion fiir ei-
ne Punktquelle auf einer Grenzflache lasst sich mittels:
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darstellen. Dabei ist wiederum R der Betrag des Vek-
tors zwischen Quell und Beobachtungspunkt und S die
Richtcharakteristik, die sich aus den Randbedingungen
ergibt, mit ¢ dem Winkel zwischen R und der z-Achse.
Legt man die Quelle an den Punkt @ = [acosa, asina, 0],
erhélt man fiir den Schalldruck an einem Beobachtungs-
punkt P = [z,0, 2]
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Um das Feld eines Rings mit Radius a zu berechnen,
muss iiber den Winkel « integriert werden. Jedoch ist das
Integral in dieser Form nicht 16sbar. Transformiert man



den Ausdruck jedoch zuriick in den Zeitbereich erhilt
man:
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Dieses Integral lisst sich, unter Ausnutzung der Eigen-
schaften der -Funktion, 16sen. Man substituiert

v V(22 — 2zacos(a) + a2 + 22

. (18)

Unter Verwendung der Sprungfunktion H(t) lautet die
Impulsantwort also

(2, 2) 2apoS(arccos (£))(H(t —t1) — H(t — t2))
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,mit x > 0. Die Integrationsgenzen lassen sich direkt mit

V(2?2 = 2za + a?
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bestimmen. Fiir x=0 gilt:
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Somit ldsst sich die vollstindige Impulsantwort bei
Ringférmiger Anregung berechnen.

Ergebisse

Zum Vergleich wurde zun#chst die Impulsantwort ei-
nes Kolbenschwingers berechnet und mit den Ergebnis-
sen aus [4] verglichen. Dabei ist zu beachten, dass hier
zunéichst nur der Longitudinalwellenanteil betrachtet
wurde und auflerdem aufgrund der genutzten Ndherung
fir die Punktquelle, die Wellenanteile, die von Ober-
flichenwellen abgestrahlt werden, vernachléssigt werden.
Die berechneten Signale fiir einen Kolbenschwinger mit
einem Radius von 5 mm und sind in verschiedenen
Absténden auf und auflerhalb der akustischen Achse in
Blau dargestellt. In Rot sieht man die Signale fiir die Fal-
tung mit einem Signal bei 3 M Hz Mittenfrequenz bei 3
Perioden Signalldnge.

Auf der Achse erhilt man das zu erwartende Rechteck,
fiir r < a ein deutlich kiirzeres Rechteck mit danach ab-
klingender Flanke und auflerhalb des Kolbens Signale mit
deutlich geringerer Amplitude.

Zur Betrachtung der notwendigen Ringdichte wurde der
Kolben mit Ringen in unterschiedlichen Abstand belegt.
Einige Beispiele sind in Abbildung dargestellt. Es zeigt
sich, dass eine Ringdichte < 1um erforderlich ist.
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Abbildung 2: Mit den abgeleiteten Green’schen Funktionen
berechnete Signale eines Kolbenschwingers in verschiedenen
Tiefen auf und neben der akustischen Achse
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Abbildung 3: Vergleich der berechneten Signalen bei unter-
schiedlichen Belegungsdichten der Ringe

Mit diesem Verfahren lassen sich auch sehr schnell und
effektiv die Schallfelder von Annular Arrays berechnen.
Abbildung 4 dabei die Maximale Amplitude der des
von den Einzelelementen eines Arrays erzeugten Schall-
drucks. Das Array besteht aus 6 Elementen gleicher
Fliche, wobei der Auflendurchmesser 12 mm betragt. Die
Elemente sind als dicke Striche auf der x-Achse angedeu-
tet.
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Abbildung 4: Schallfeld mit der maximalen Signalamplitude
fiir die Elemente eines Annular-Arrays aus 6 Ringen gleicher
Flache, Auflenradius = 6 mm, keine Zwischenrdume, Mitten-
frequenz =3 M Hz
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Ebenso lasst sich die Schalldruckverteilung bei Fokussie-
rung berechnen. Abbildung 5 zeigt die unfokussierten Fel-
der (links) sowie die Felder fiir Fokussierung auf 10 mm
(mitte) und 20 mm rechts. Dies wurde fiir die gleiche
Arraygeometrie fiir Anregung mit 2 M Hz (oben) und
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4 M Hz (unten) getan. Man erkennt, dass die Fokussie-
rung auf 10 mm mit dem 4 M Hz Array nicht moglich
wére, da bei diesem der natiirliche Fokus der Einzelemen-
te bereits bei 15 mm liegt.
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Abbildung 5: Fokussierung mit dem Annular-Array in ver-
schiedene Tiefen - Links: unfokussiert; Mitte: Fokussierung
auf 10 mm; Rechts: Fokussierung auf 20 mm, bei einer Mit-
tenfrequenz von 2 M Hz oben und 4 M H z unten

Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Beitrag wurde erstmals eine genéherte
Grenn’sche Funktion bei ringférmiger Anregung abgelei-
tet. Obwohl sie die von Oberflichenwellen abgestrahlten
Wellenanteile vernachléssigt, sagt sie die wesentlichen Si-
gnalanteile genau voraus. Als weiterfithrende Arbeiten
sich die optimierung der Belegung der Grenzfliche fiir
minimalen Fehler bei minimaler Rechenzeit und die Er-
weiterung des Algorithmus fiir mehrschichtige Probleme
ZU nennen.

Zusammenfassung und Ausblick

Die Autoren danken der Deutschen Forschungsgemein-
schaft fir die Forderung der Arbeiten im Rahmen des
Projekts KU 1075/18-1
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