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Einleitung

In diesem Beitrag wird das von Lothar Cremer vorgestell-
te Modell [1] zur Beschreibung der Wellenausbreitung in
zwei unendlichen parallelen Platten mit einer elastischen
Zwischenlage untersucht. In diesem Modell werden die
Rotationsbewegung und die Schubverformung der Plat-
ten vernachléssigt, d.h. beide Platten unterstiitzen nur
Biegewellen. Die obere der beiden Platten wird mit ei-
ner Punktkraft angeregt. Die Wellenzahl, die die Ausbrei-
tung und Dampfung der Biegewellen beschreibt, wird in
verschiedenen Frequenzbereichen genauer betrachtet. Die
nach Cremers theoretischem Modell berechneten Wellen-
zahlen werden mit den auf einer Holzbalkendecke expe-
rimentell ermittelten Wellenzahlen verglichen. Anschlie-
Bend wird der Einfluss eines schwimmenden Estrichs, der
im Modell durch die obere Platte dargestellt wird, auf
berechnete und gemessene Wellenzahlen beschrieben.

Priifaufbau und Material

Die in dieser Studie behandelte Leichtbaudecke (Abbil-
dung 1, Fall 1) bestand aus 19 mm OSB, die mit der
Langsachse senkrecht zu 305 mm tiefen Holz I-Trégern
verlegt sind. Zusétzlich wurde ein 25 mm schwim-
mender Estrich auf einer 9 mm dicken Schaumstoff-
Trittschallddimmung eingebaut (Abbildung 1, Fall 2).
Um Korperschall-Messungen an der Unterseite des OSBs
durchfiihren zu kénnen wurde keine Abhangdecke ange-
bracht.

Der Elastizitédtsmodul (E-Modul) des OSBs wurde in ei-
ner fritheren Studie mit 2.7 x 10° N/m? entlang der Quer-
achse und mit 6.2 x 10 N/m? entlang der Lingsachse
bestimmt. Der E-Modul des Anhydridestrichs wurde mit
14 x 109 N/m? der Literatur entnommen. Obwohl der E-
Modul der beiden Materialien sehr unterschiedlich ist,
ist der frequenzunabhiingige Parameter a = m’'/B’ der
Wellenzahl k& = aw? in der gleichen GroéBenordnung. m’’
und B’ sind die flichenbezogene Masse und die Biege-
steifigkeit der Platten. Fiir das 19 mm OSB ist a = 7.3 x
1073s?/m parallel und a = 3.2 x 1073s?/m senkrecht
zu den Trigern. Fiir den Estrich ist @ = 2.6 x 1073 s /m.
Die flichenbezogenen Massen betragen fiir das OSB etwa
12kg/m? und fiir den Estrich etwa 50 kg/m?.

Messung der Wellenzahl

Zur Bestimmung des Realteils der Wellenzahl wurde die
Decke jeweils in einem Punkt mit einem Shaker angeregt
und der Betrag und die Phasenbeziehung der Schnelle
an den Messpunkten entlang der dargestellten Linien ge-
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Abbildung 1: Skizze der beiden Félle. Fall 1: 19 mm OSB
auf 305mm Holz I-Tragern. Fall 2: Wie Fall 1, aber mit
schwimmendem Estrich aus 25 mm Anhydrit auf 9 mm Tritt-
schallddmmung. Skizzen sind nicht mafistabsgetreu.

messen (Abbildung 2). Aus der Steigung der 6rtlich abge-
wickelten Phase der Schnelle ergibt sich die Wellenzahl.
Eine genauere Beschreibung der Draw-away Messmetho-
de kann in [2] nachgelesen werden. Da die Messpunk-
te entlang der Draw-away Linien einen endlichen Ab-
stand von Ar = 0.1m haben, treten Aliaseffekte bei
Wellenléingen kleiner als Agji0s = 2Ar oder kajas =
27 /A Alias = 107 auf.
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L1 draw-away Linie
senkrecht zu Trager
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Abbildung 2: Anordnung der Anrege- und Aufnehmerpo-
sitionen zur Bestimmung des Realteils der Wellenzahl durch
Draw-away Messungen. Linie L ist senkrecht zu den Tragern,
Lo ist auf den Triigern, und L3 ist parallel zu den Tragern.

Rohdecke — Freie Platte

Die Untersuchung der freien Platte ist wie folgt geglie-
dert: Ergebnisse der Draw-away Messungen, Theorie ei-
ner freien unendlichen Platte, und Vergleich zwischen
Messung und Prognose.
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Messung: Wellenzahl auf OSB

Aus den gemessenen Wellenzahlen in Abbildung 3
konnen folgende Schliisse gezogen werden. Erstens ist
die Aliasinggrenze von kapqs = 107w dargestellt, ober-
halb der die Ergebnisse unzuverlissig werden (bei ca. 1-
2kHz). Das Ubersprechen der Wellenzahlen im hoheren
Frequenzbereich zu tiefen Frequenzen wird hier ver-
nachléssigt. Zweitens ist zu sehen, dass oberhalb von
500Hz das OSB parallel zu den Trégern die geringste
Steifigkeit hat (hochste Wellenzahl). Senkrecht zu den
Tragern ist das OSB steifer, und am steifsten ist es ent-
lang der Tréger. Dies ist abhéngig von der vorher be-
schriebenen frequenzunabhéingigen Grofle a der Wellen-
zahl. Drittens ist zu sehen, dass bei tiefen Frequenzen
die Wellenzahl parallel zu den Trigern den Werten auf
dem Triger folgt. In einer Studie von Mayr [3] wurde ge-
zeigt, dass die Tréager das OSB bis zu einer Entfernung
von \A/4 versteifen, woraus die auch in der Abbildung
dargestellte A\/4-Grenze von AGrenze = 406 mm/2 bzw.
kGrenze = 27/ AGrenze = 7.7/m resultiert. Viertens ist er-
sichtlich, dass die Messung der Wellenzahl auf der Ober-
und der Unterseite des OSBs sehr gut iibereinstimmen.
Fiir die spédteren Messungen mit schwimmenden Estrich
konnen somit die Wellenzahlen auf der Unterseite ver-
wendet werden.

Theorie: Bewegung unendlicher Platten

Die von Cremer [1] hergeleitete Bewegungsgleichung ei-
ner unendlichen, homogenen, isotropen, diinnen Platte
mit Punktanregung bei r = 0 wird hier als Modell A
bezeichnet.

v(r,w) = Z}jzol_[(kAr) (1)
M(kar) = H(kar) — HS (—jkar)  (2)

Hé2) ist die Hankel-Funktion zweiter Art und Null-
ter Ordnung, ka ”g,/wz die Wellenzahl, m” die
flichenbezogene Masse, B’ die Biegesteifigkeit und w die
Kreisfrequenz. Der erste Ausdruck in Gleichung 2 be-
schreibt die sich ausbreitenden Wellen und der zweite
Ausdruck, ohne dessen eine Singularitéit bei r = 0 exi-
stieren wiirde, beschreibt das Nahfeld.

Prognose: Wellenzahl auf der Rohdecke

Die fiir Fall 1 gemessenen und berechneten Realteile der
Wellenzahlen sind in Abbildung 3 dargestellt. Fiir Linie
L1, senkrecht zu den Trégern, stimmt die Theorie der
unendlichen Platte recht gut mit der Messung iiberein.
Das gleiche gilt fiir Linie L3 parallel zu den Trégern, je-
doch nur im Frequenzbereich oberhalb der A/4-Grenze.
Unterhalb dieser Grenze versteifen die Tréger, die jedoch
in der Berechnung nicht beriicksichtigt sind, das OSB.

Rohdecke mit Estrich — Parallele Platten

Dieser Abschnitt ist wie zuvor in drei Teile gegliedert.
Zusatzlich wird der Einfluss des schwimmenden Estrichs
durch Modellierung mit Cremers Modell verdeutlicht.
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Abbildung 3: Messung des Realteils der Wellenzahl auf OSB
senkrecht und parallel zu den Trégern. Die Theorie einer un-
endlichen, isotropen, diinnen Platte wird durch die gestrichel-
ten x-Linien dargestellt (blau: parallel, rot: senkrecht).
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Abbildung 4: Anderund des Realteils der Wellenzahl auf
dem OSB durch Einbau des schwimmenden Estrichs. Grofe
Anderung parallel zu den Triagern (blaue Kurven), geringe

Anderung senkrecht zu den Trigern (rote Kurven).

Messung: Wellenzahlen auf OSB und
schwimmendem Estrich

Der Einfluss des schwimmenden Estrichs auf den Real-
teil der Wellenzahl des OSBs ist in Abbildung 4 darge-
stellt (durchgezogene vs. gestrichelte Linien). Senkrecht
zu den Trégern (rote Kurven) hat der Estrich iiber den
gesamten Frequenzbereich nur wenig Einfluss, parallel zu
den Triagern (blaue Kurven) jedoch hat der Estrich bei
hoheren Frequenzen grofien Einfluss. Dies ldsst sich mit
der nachfolgenden Theorie besser erkléren.

Theorie: Bewegung paralleler Platten

Wie Cremer [1] zeigt, kann durch Kopplung der Wel-
lengleichungen der einzelnen Platten die Losung fiir das
Platte-Feder-Platte System berechnet werden. Um die
Gesamtlosung besser beschreiben zu koénnen, werden
Zwischenmodelle eingefiihrt (sieche Abbildung 5). Modell
A beschreibt die einfache freie Platte wie im vorheri-
gen Abschnitt; Modell B eine Platte die durch Federn
an ein starres Fundament gekoppelt ist; und Modell C
das vollstédndige Modell der zwei Platten mit elastischer
Zwischenlage. Die Wellenzahlen und Schnellen in Modell
C lassen sich aus einer Kombination der Modelle A und
B beschreiben.
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Abbildung 5: Modelle zur Beschreibung der Theorie von
Cremers parallelen Platten. A: einfache Platte (frei), B: Platte
auf elastischer Zwischenlage (blockierte Platte), C: parallele
Platten mit elastischer Zwischenlage (gekoppelte Platten)

Die Annahmen der Eigenschaften der parallelen Platten
in Modell C sind die gleichen wie fiir die freien Platten.
Die aufgestellten Wellengleichungen der beiden Platten
unterscheiden sich nur in der anregenden Kraft, die bei
beiden abh#ngig von der relativen Auslenkung der beiden
Platten (e; — e9) ist. Darum ist die Differenzialgleichun-
gen (DGL) als Funktion der Auslenkung e und nicht der
Schnelle v gegeben.

B’ AAEl
B2AA€2

3)
(4)

p—= 8”(61 - 62)

S/,(El — 62)

(.d m161

w m2€2

Das Losen der DGL ist wieder im Wellenzahlbereich ein-
facher als im Ortsbereich. Nach Riicktransformation der
vom Radius r und Winkelgeschwindigkeit w abhingigen
Schnellen v; und wvo ergibt sich:

F
vi(r,w) = ZO [Ani(kcir) + Apll(kear)]  (5)
loo
Fi
vo(r,w) = _210 zg [Ao111(ko17) + Agoll(kcar)]6)

Bim{ ist die Impedanz der unendlichen obe-
ren Platte. Die Wellenzahlen kcq und kes, beide in der
oberen (schwimmender Estrich) und der unteren Platte
(OSB) vorhanden, sind folgendermafien beschrieben:

1
k401,2 §(k431 + k) (7)

1 wiw?
+ \/4(kj§1+k43) +ka k=17

Diese sind abhingig von den Wellenzahlen der freien

Platte (Modell A: k%, , = mll/’j w?) und der blockierten

2
Platte (Modell B: k;, , = k4, ,(1 — “42)).

Die Punktanregung ist durch p = Fyd(z)d(y) beschrie-
%, und

die Koeflizienten Ay, Ai2, Aoy, und Ags sind folgender-
maflen definiert:

ben, die Resonanzfrequenzen durch w; o =

PO O VY7 ST W
k%l k4C'l - k4C2 k%’? k4C1 - k4C2
k2 k4 k2 k4

Ay = 1L A2 Ay =4 A2 (9)
kg key = ko kg kiy = ko
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Bei hohen Frequenzen w > w2 sind die Wellenzahlen
der drei Modelle gleich (ka =~ kp =~ k¢), was fir die
Schnellen folgendes bedeutet:

F

vi(rw) = 210 [Ay1 I (kear)] (10)
F 2

vo(r,w) = 210 Zg [Ag1TI(ka1r) + AsaTI(k aor{]1)

Folglich ist bei hohen Frequenzen die obere Platte von der
unteren entkoppelt und verhélt sich wie eine freie Platte
(sieche Gleichungen 10 und 1). Die untere Platte hingt
von den Wellenzahlen der beiden freien Platten ab, je-
doch dominiert die der steiferen Platte mit der kleineren
Wellenzahl.

Bei tiefen Frequenzen bestimmen die Koeffizienten wel-
che Wellenzahl grofleren Einfluss hat. Fir A1y > Ajps
hat bei der oberen Platte die Wellenzahl ko; stédrkeren
Einfluss als die Wellenzahl kg und andersherum. Fiir
Ao > Aso dominiert bei der unteren Platte die Wellen-
zahl ko1 gegeniiber der Wellenzahl koo und andersher-
um.

Prognose: Wellenzahl auf der Rohdecke
und dem schwimmenden Estrich

Ein Vergleich von Messungen und Theorie veranschau-
licht die Ergebnisse. Als erstes wird die Anderung der
Wellenzahl der OSB Platte durch den schwimmenden
Estrich betrachtet. Wie zuvor gezeigt hat sich die Wel-
lenzahl parallel zu den Triagern deutlich verdndert. Der
Estrich zwingt dem OSB seine Wellenbewegung auf. Fiir
den parallelen Fall ist die Wellenzahl im OSB grofler als
im Estrich, weswegen Aoy grofler ist als Ass. Die Wel-
lenzahl auf dem OSB wird folglich durch die Estrich-
Eigenschaften bestimmt. Abbildung 6 zeigt, dass bei ho-
hen Frequenzen die Wellenzahl auf dem OSB gleich der
Wellenzahl des freien Estrichs ist. Das einfache Modell
A (gestrichelte Linie) stimmt mit den Messungen in die-
sem Bereich sehr gut iiberein, die Wellenzahl wird bei
tieferen Frequenzen jedoch etwas iiberschéitzt. Es ist zu
erwiahnen, dass die Eigenschaften des Estrichs zur Be-
rechnung der Wellenzahl auf dem OSB herangezogen
wurden weil die steifer Welle dominiert.

Das volle Modell C (Kreise) fithrt zu noch hoheren
Abweichungen bei tiefen Frequenzen, weil die sehr viel
groflere  Steifigkeit der Tréger vernachléssigt wurde.
Mit Modell B (Kreuze) wird durch die angenomme-
ne unendlich hohe Steifigkeit der Tréger eine bessere
Ubereinstimmung im tiefen Frequenzbereich erzielt. Fiir
den Fall senkrecht zu den Trigern (Abbildung 7) bei den
tiefen Frequenzen versteifen diese das OSB nicht. Jedoch
haben beide Wellenzahlen ko1 und koo Einfluss, weil die
Steifigkeit des OSBs senkrecht zu den Trégern in der glei-
chen GroBenordnung der des Estrichs ist. Die Messung
stimmt deshalb mit den vollstédndigen Modellen fiir ko
und kco im gesamten Frequenzbereich iiberein.

In Abbildungen 8 und 9 sind die Wellenzahlen auf dem
schwimmenden Estrich parallel bezichungsweise senk-
recht zu den Tréagern dargestellt. Im Gegensatz zum OSB
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Abbildung 6: Messung und Rechnung des Realteils der Wel-
lenzahl parallel zu den Trégern auf OSB (mit Estrich).
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Abbildung 7: Messung und Rechnung des Realteils der Wel-
lenzahl senkrecht zu den Triigern auf OSB (mit Estrich).

wird wegen des groflen Unterschieds von A1, und Ays die
Wellenzahl des schwimmenden Estrichs durch dessen ei-
gene Materialeigenschaften bestimmt. Um die Steifigkeit
der Tréger in Betracht zu ziehen wurde fiir den parallelen
Fall Modell B verwendet. Obwohl Modell B nur fiir die
tiefen Frequenzen giiltig ist, fithrt es iiber den gesamten
Frequenzbereich zu guten Ergebnissen. Dies liegt daran,
dass die \/4-Grenzfrequenz ab der die Triger keinen Ein-
fluss haben und die Frequenz der Entkopplung der obe-
ren Platte etwa gleich sind. Oberhalb dieser stimmen alle
Modelle iiberein (ks =~ kg =~ k¢).

Senkrecht zu den Tréagern ist die Wellenzahl auf dem
Estrich abhéngig von k¢ als auch kcoo. Da beide dhnlich
sind, ist jedoch Modell A fiir eine Prognose ausreichend.

Zusammenfassung und Fazit

In diesem Beitrag wurde gezeigt, dass der theoretisch
berechnete Realteil der Biegewellenzahl von zwei un-
endlichen, homogenen, isotropen Platten mit elastischer
Zwischenlage gut mit der auf einer endlichen, inho-
mogenen, orthotropen Holzbalkendecke mit OSB Deck-
schicht und schwimmendem Estrich gemessenen Wellen-
zahl iibereinstimmt. Die Wellenzahl wurde hierbei je-
weils entlang dreier Achsen (entlang, zwischen und senk-
recht zu den Trigern) untersucht. Die Resonanzfrequen-
zen (wy2) beschreiben die Entkopplung der oberen ange-
regten Platte von der unteren. Oberhalb dieser Frequenz
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Abbildung 8: Messung und Rechnung des Realteils der Wel-
lenzahl parallel zu den Tragern auf schwimmendem Estrich.
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Abbildung 9: Messung und Rechnung des Realteils der Wel-
lenzahl senkrecht zu den Triagern auf schwimmendem Estrich.

kann fiir die Estrichplatte als Vereinfachung des theoreti-
schen Modells in den Richtungen parallel und senkrecht
zu den Trigern das Modell A einer freien unendlichen
Platte verwendet werden. Die Wellenausbreitung in der
unteren OSB Platte ist jedoch abhéingig von den Wellen-
zahlen der beiden freien Platten, wobei jeweils die steifere
der beiden Platten dominiert. Im vorgestellten Beispiel
zwingt also der Estrich dem biegeweicheren OSB seine
Wellenzahl auf. Bei tiefen Frequenzen muss die Richtung
der Wellenausbreitung im Estrich unterschieden werden.
Parallel zu den Trégern versteifen diese unterhalb der
A/4-Grenze das OSB. Dies ist jedoch im theoretischen
Modell nicht beriicksichtigt. Daher stimmt parallel zu
den Tragern die Wellenzahl von Modell B der ” Blockier-
ten Plattenim besten mit der gemessenen des Estrichs
iiberein. Senkrecht zu den Trédgern versteifen diese das
OSB nicht, und so muss das vollsténdige Modell C ange-
wandt werden.
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