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Einleitung

In der Elektromobilität gewinnen, wegen des Wegfalls der
Geräusche des Verbrennungsmotors, die Schallemissionen
von zuvor akustisch nicht wirksamen Bauteilen an Rele-
vanz. Wesentliche Geräuschquellen sind nach Genuit [1]
dabei der Elektromotor und das Getriebe, wobei die An-
triebswelle die Körperschallbrücke zum Getriebegehäuse
darstellt. Von diesem werden die mechanischen Schwin-
gungen in akustisch wahrnehmbaren Luftschall umge-
wandelt.

Um herauszufinden, ob mit einer einer Wellendichtung
aus Polytetrafluorethylen (PTFE) der Körperschall der
Antriebswelle reduziert werden kann, wird ein auf Ba-
sis der Methoden der Finiten Elementen (FEM) ent-
wickeltes dynamisches Modell eines Getriebes mit einem
quasiaxaliasymmetrischen Model einer Dichtung gekop-
pelt. Das Modell des Getriebes wird im Frequenzbereich
gelöst. Dahingegen wird das Dichtungsmodell aufgrund
der ausgeprägten geometrischen und materiellen Nichtli-
nearitäten im Zeitbereich betrachtet. Nach der Vorstel-
lung der beiden Modelle wird in dieser Arbeit der Algo-
rithmus zur starken Kopplung zwischen den Zeitbereichs-
und Frequenzbereichssimulationen dargestellt. Abschlie-
ßend werden die Simulationsergebnisse des gekoppelten
Systems vorgestellt.

Vorstellung des Getriebemodells

Basierend auf [2, 3] wurde in Matlab ein dynami-
sches Getriebemodell implementiert, wobei die Wellen als
Timoshenko-Balken mittels der FEM in Ansys diskreti-
siert wurden und die Anregung durch den Zahneingriff
erfolgt.

Das System besteht aus zwei Zahnrädern, gelagert auf
zwei elastischen Wellen, welche wiederum jeweils durch
zwei elastische Lager in einem starren Gehäuse gestützt
werden. Die Zahnräder werden durch starre Zylinder dar-
gestellt, welche über eine lineare Feder, die die Ver-
zahnung und deren Steifigkeit kij abbildet, miteinan-
der gekoppelt sind. Grundsätzlich bestehen keine Ein-
schränkungen bezüglich der Übersetzung, weshalb die
Zahnräder verschiedene Durchmesser einnehmen können.
Die Schwingungsanregung rührt vom Zahneingriff her
und wird durch den statischen Übertragungsfehler eij(t),
der unter anderem die elastische Verformung der Zähne
berücksichtigt und seriell zu der Feder geschaltet ist,
modelliert. Ein Übertragungsfehler beschreibt dabei die
Differenz zwischen der tatsächlichen Position des Zahn-
rads auf der Ausgangswelle zu der, welche es einnehmen
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Abbildung 1: Schematisches Modell der Verzahnung

würde, wenn der Verzahnungsvorgang ideal wäre [4]. Die
resultierenden Kräfte, welche senkrecht auf die Zähne
wirken, können eine Torsion θz und eine Verschiebung
in radialer Richtung x und y hervorrufen. Aufgrund des
Schrägungswinkels können sich auch axiale (z) und ro-
tatorische (θx, θy) Bewegungen der Zahnräder einstellen.
Zur Veranschaulichung der beschriebenen Charakteristi-
ken dient Abbildung 1.

Die Annahme eines ebenen Zahneingriffs kann mit der
Eigenschaft einer Evolvente begründet werden. Die Ein-
griffsebene tangiert die erwähnten Zylinder, welche die
Grundkreise der Zahnräder darstellen. Mehr Informatio-
nen zu den Charakteristiken der betrachteten Zahnradart
liefert [5]. Die Feder in Abbildung 1 schließt mit der Pro-
jizierten der y-Achse von einem der beiden Koordinaten-
systeme auf die Eingriffsebene einen Winkel βij ein, wel-
cher den Schrägungswinkel darstellt. Für die Beschrei-
bung der Ausrichtung der Ebene sind zwei weitere Win-
kel notwendig: αij spannt dabei den Winkel zwischen der
x-Achse und der Verbindungslinie der Mittelpunkte der
Zahnräder auf, während ψij die Neigung der Eingriffsebe-
ne zu der y-Achse beschreibt.
Aufgrund dieser Annahmen und Einschränkungen und
der Einführung einer harmonischen Zeitabhängigkeit eiωt

lassen sich für die Beschreibung des Systemverhaltens
die Bewegungsgleichungen im Frequenzbereich in Matrix-
Form herleiten:

[

K (1 + iηh)− ω2M
]

x = f . (1)
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Hierbei stellt M die Massenmatrix dar, welche Massen
der Wellen und der Zahnräder enthält, während K die
Steifigkeitsmatrix beschreibt, die aus Anteilen der Lager,
der Wellen und der Verzahnung besteht. Der Kraftvek-
tor f hingegen stellt die Summe aus einem Mittelwert fm

und einem alternierenden Anteil fa der äußeren Kräfte
dar. x repräsentiert den Verschiebungsvektor und i und
ω jeweils die imaginäre Einheit und die Kreisfrequenz.
Dämpfung wird durch den hysteretischen Verlustfaktor
ηh berücksichtigt. Die Matrizen für die Wellen werden
aus dem FE-Modell gewonnen. Die Massenmatrix der
Zahnräder Mg, die Steifigkeitsmatrix der Lager Kb, so-
wie x und fm lassen sich wie folgt beschreiben:

Mg = diag
[

mn,mn,mn, Ixn, Iyn, Izn
]

, (2)

Kb = diag
[

kbxn, kbyn, kbzn, kbθxn
, kbθyn

, 0
]

, (3)

x =
[

xn, yn, zn, θxn, θyn, θzn
]T
, (4)

fm =
[

0, ..., 0,Mzn

]T
(5)

mit n = 1, 2. Die Steifigkeitsmatrix der Verzahnung Kg

sowie fa werden folgendermaßen berechnet:

Kg = kij q q
T, (6)

fa = eij(t) kij q. (7)

Dabei beschreibt q eine Spaltenmatrix zur Aufspaltung
der auf die Zahnflanken wirkenden Kräfte und der da-
mit entstehenden Momente in Richtung der zugehörigen
Koordinatenachsen und ergibt sich zu

q =
[

cos(βij) sin(ψij), cos(βij) cos(ψij),− sin(βij),

sin(βij) sin(ψij)r1, sin(βij) cos(ψij)r1, cos(βij)r1,

− cos(βij) sin(ψij),− cos(βij) cos(ψij), sin(βij),

sin(βij) sin(ψij)r2, sin(βij) cos(ψij)r2, cos(βij)r2
]T
.
(8)

Weiterhin approximiert eij(t) den erwähnten statischen
Übertragungsfehler in Form von Fourier-Reihen:

eij(t) =

R
∑

s=1

Eij,s sin(sωijt+ αij,s), (9)

wobei R die entsprechende Harmonische, Eij,s die Am-
plitude, ωij die Frequenz des Zahneingriffs und αij,s den
Phasenwinkel abbilden.

Als Untersuchungsgegenstand für die Analyse des Ein-
flusses der Dichtung auf die Schwingungen des Systems
soll exemplarisch das geradverzahnte Getriebemodell aus
Abbildung 2 herangezogen werden, bei dem die Lager an
den äußersten Wellenpunkten platziert werden und die
Eingriffssebene in Richtung der y-Achse weist. In Abbil-
dung 2 sind bereits die geometrischen Abmessungen in
mm, sowie die Anzahl der Zähne Z gegeben. Für die Am-
plitude der harmonischen Anregung wird ein Wert von
Eij,s = 2.8 · 10−7 m und für die konstante Verzahnungs-
steifigkeit kij = 1.0 · 108 Nm−1 angenommen. Weitere
Werte sind Tabelle 1 zu entnehmen.
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Abbildung 2: Darstellung des betrachteten Getriebes (nach
[6])

Tabelle 1: Parameter einzelner Komponenten des Getriebe-
modells

Werte der Zahnräder

Nr. Ix = Iy Iz m Grundkreis kij
(kg·m2) (kg·m2) (kg) Rad. (m) (N/m)

1 0.0009 0.0018 1.84 0.0445
1·108

2 0.0009 0.0018 1.84 0.0445

Werte der Lager

Lager kxx (N/m) kyy (N/m)

1 bis 4 2·108 2·108

Materialeigenschaften der Wellen

E-Modul Dichte Querkontraktionszahl

(GPa) (kg/m
3
) (-)

207.8 7806 0.3

Vorstellung des Dichtungsmodells

Wellendichtungen aus PTFE sollen das Austreten von
Öl und das Eindringen von Schmutzpartikeln an Wellen-
ausgängen verhindern. Darüber hinaus gibt es theoreti-
sche Untersuchungen, in denen die stabilisierende Wir-
kung einer Wellendichtung auf die Welle in kritischen
Drehzahlbereichen untersucht wird (Beispiele: [7, 8]). In
diesen Arbeiten wurden überwiegend sehr vereinfachte
Ersatzmodelle (zum Beispiel das des Einmassenschwin-
gers) für die Dichtung gewählt, die möglicherweise den
Einfluss der Dichtung nicht hinreichend abbilden. Für
eine effiziente Simulation, bei denen die physikalischen
und geometrischen Nichtlinearitäten berücksichtigt wer-
den, wird hier die Dichtung mit einem Stabgitternetz aus
eindimensionalen Zug-Druck-Stäben und Massepunkten
diskretisiert [9, 10]. Dies erlaubt eine direkte Implemen-
tierung eines rheologischen Materialmodells für PTFE
[10, 11]. Die Bestimmung der Dämpfungseigenschaften
von PTFE basiert auf Versuchen von Pohl [12], bei de-
nen das Leckageverhalten von Wellendichtungen infol-
ge einer exzentrisch verlagerten Welle bei verschiedenen
Drehzahlen untersucht wurde. Unter der Annahme, dass
die Leckage infolge des Verlusts der Folgefähigkeit resul-
tiert, wurde die Dämpfungseigenschaft von PTFE den
Versuchen angepasst. Die Simulation der Montage der
Dichtung auf eine Welle mit dem Nenndurchmesser der
Getriebewellen und einer Relaxationsphase von 24 Stun-
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den wird axialsymmetrisch durchgeführt. Verschiebungen
der Welle in x- oder y-Richtung, wie sie durch die vom
Zahneingriff angeregten Schwingungen entstehen, führen
dazu, dass die Annahme der Axialsymmetrie unzulässig
wird. Für diesen Fall kann bei moderaten Wellenauslen-
kungen, bei denen es nicht zum Kontaktverlust zwischen
Welle und Dichtung kommt, die Annahme getroffen wer-
den, dass der Umfangsanteil der Dichtung unabhängig
von den Wellenauslenkungen ist [13]. Dies wird in der
Simulation implementiert, indem die Dehnungen in Um-
fangsrichtung für die Berechnung der Spannungen kon-
stant gehalten werden [10]. Ein weiteres Relaxieren des
Materials ist hierdurch gegeben. Das führt dazu, dass
Änderungen in der Kontaktkraft infolge von Wellenbe-
wegungen lediglich vom Biegeanteil der Dichtung resul-
tieren. Für die Berechnung der dynamischen Kräfte der
Dichtung auf die Welle wird die Dichtung in N = 8 Seg-
mente aufgeteilt, die im gleichen Winkel zueinander um
die Welle herum angeordnet werden (siehe Abbildung 3).
Für jedes Segment n mit der Position βn = n−1

N
2π wird

zu jedem Zeitpunkt ein Ersatzradius ren infolge der Wel-
lenauslenkung xW und zW berechnet:

ren =
||yW + xW tan(βn)|+ sc|

√

1 + tan2(βn)
, (10)

c =
√

(

DW

2

)2 (

tan2(βn) + 1
)

− (yW tan(βn)− xW)
2,

ξ =arctan2(sin [βn − arctan2(xW, yW)] ,

... cos [βn − arctan2(xW, yW)]),

s =

{

+1 |ξ| ≤ π
2

−1 |ξ| > π
2

.
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Abbildung 3: Darstellung der Aufteilung der Dichtung in N

Segmente

Die Ersatzradien werden als Kontaktrandbedingung für
das jeweilige Segment verwendet. Dies ist in Abbildung
4 dargestellt. Die Kräfte der Dichtung auf die Welle FDx

und FDy
ergeben sich aus den Positionen der Segmente

βn dem Segmentausschnitt γ und den in der Spaltenma-

trix fp gespeicherten Kontaktkräfte:

FSn = Spur(1fpn
)
2π

γN
, (11)

[

FSxn

FSyn

]

= FSn

[

− sin(βn)
− cos(βn)

]

, (12)

FDx
=

N
∑

n=1

FSxn, FDy
=

N
∑

n=1

FSyn
. (13)
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Abbildung 4: Implementierung des Ersatzradius als Kon-
taktrandbedingung im Dichtungsmodell

Die hier verwendete Dichtung hat einen Innenradius von
15.5mm, einen Außenradius von 26.0mm, einen Klemm-
radius 23.5mm und eine Lippendicke von 0.75mm.

Kopplung: Antriebsachse und Dichtung

Da in der Wellenmitte auf Höhe des Zahnrads die größten
Auslenkungen auftreten, wird die Dichtung an dieser
Stelle positioniert. Bei der Kopplung zwischen Dichtung
und Antriebsachse muss beachtet werden, dass ein Mo-
dell im Frequenz- und ein Modell im Zeitbereich gelöst
wird. Zur Lösung dieser starken Kopplung wird ein par-
titionierter Algorithmus verwendet, bei dem zunächst die
Verschiebungen der Welle xZ(t) infolge der Zahneingriffs-
kraft berechnet werden. xZ(t) wird im Dichtungsmodell
als Eingangsgröße verwendet und die Kräfte der Dichtung
auf die Welle infolge dessen bestimmt. Nachfolgend wird
die Wellenauslenkung xD(t) infolge der Dichtungskraft
bestimmt. Wegen der Linearität des Getriebemodells gilt
das Superpositionsprinzip: x(t) = xZ(t)+xD(t). Der Vor-
gang wird nun mit den aktualisieren Wellenverschiebun-
gen x(t) bis zur Konvergenz wiederholt. In Abbildung 5
ist dieser Algorithmus als Flussdiagramm dargestellt.

Die zeitabhängigen Verschiebungen xZ(t) und xD(t) er-
geben sich aus K, M und den komplexen Kraftspalten-
matrizen fZ und fD mit dem frequenzunabhängigen und
steifigigkeitsproportionalen Dissipationsmodel folgender-
weise:

A(ω) =
[

(1 + iηh)K − ω2M
]

, (14)

xZ(t) = Im(A(ωZ)
−1

fZexp [iωZt]), (15)

xD(t) =
H
∑

h=1

Im(A(ωDh
)
−1

fDh
exp [iωDh

t]), (16)

x(t) = xZ(t) + xD(t). (17)

DAGA 2018 München

1593



Getriebemodell

Getriebemodell Dichtungsmodell

Zahneingriff

Drehzahl der Welle

f̂Z, ωZ

+
xZ(t)

xD(t)

x(t)

f̂D,ωZ,ϕZ

Dichtungsmodell

Konvergiert?

nein

ja
Ende

Abbildung 5: Darstellung der partitionierten Lösungs-
strategie des gekoppelten Systems
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Abbildung 6: Amplitude der Wellenauslenkung in y-
Richtung über der Drehzahl

Diskussion der Ergebnisse

Für dieses stark gekoppelte System wurden die Schwin-
gungsamplituden der Antriebswellen in der Wellenmit-
te berechnet, mit und ohne Dichtung (siehe Abbildung
6). In der ersten durch den Zahneingriff angeregten Ei-
genfrequenz des Systems haben die dämpfenden Eigen-
schaften der Dichtung einen deutlichen Einfluss auf die
Amplitude der Wellenbewegung (Dämpfungsgrad D oh-
ne Dichtung 0.5% → 1.1% mit Dichtung), sodass die-
se auf etwa die Hälfte reduziert wird. Dieser Effekt ist
bei der zweiten Eigenfrequenz stark verringert (D oh-
ne Dichtung 0.5% → 0.55% mit Dichtung). Bei größeren
Zahneingriffskräften ist die Amplitude der zweiten Eigen-
frequenz so groß, dass die Dichtung ihre Folgefähigkeit
verliert. Dies führt nicht nur dazu, dass das vorgestellte
Modell der Dichtung die Anwendbarkeit verliert, sondern
auch dass die abdichtenden Eigenschaften der Dichtung
in diesem Betriebspunkt stark eingeschränkt sind.

Fazit

In dieser Arbeit wurde ein FEM-Modell eines Getrie-
bes und ein quasiaxialsymmetrisches Stabgittermodell ei-
ner Wellendichtung vorgestellt, welche durch einen par-
titionierten Algorithmus stark miteinander gekoppelt
sind. Bei dem vorgestellten numerischen Beispiel ist die

Amplitude der Welle bei der ersten Eigenfrequenz in
y-Richtung mit Dichtung deutlich geringer als ohne.
Den Einfluss auf die Schallemissionen kann durch die
Berücksichtigung des Getriebegehäuses erfolgen.
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