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Einleitung

Die numerische Stromungsakustik (CAA) ist gegenwirtig ein
sehr aktives Forschungsgebiet mit groem industriellem
Interesse. Da in der Praxis hédufig komplexe Geometrien
auftreten, gewinnt die Anwendung von unstrukturierten Net-
zen immer mehr an Bedeutung. Hierzu eignet sich besonders
die Methode der Finiten-Volumen (FV) [1]. OpenFOAM [2]
ist ein in der Stromungssimulation bewéhrtes Softwarepaket
und basiert auf der FV-Methode. Um die einfache Anwend-
barkeit von unstrukturierten Netzen zu gewéhrleisten, wurde
in der Umgebung von OpenFOAM ein auf hybride Verfahren
basierender Stromungsakustik-Loser eingebettet [3]. Weiter-
hin kann damit die umfangreiche numerische Infrastruktur
von OpenFOAM benutzt werden. Da OpenFOAM jedoch
eine CFD-Software ist, sind die bereits vorhandenen nume-
rischen Verfahren zur rdumlichen Diskretisierung nicht
optimal auf die Schallausbreitung ausgelegt. Besonders bei
unstrukturierten Netzen verlieren die Standardverfahren aus
OpenFOAM an Genauigkeit.

Die ,,Moving-Least-Squares” (MLS) — Methode [4] kann
relativ unabhéngig von der Netzstruktur die Genauigkeit der
Diskretisierung beibehalten. Angewendet in der FV-Umgeb-
ung wird sie als FV-MLS [5] bezeichnet. Die bendtigten
Ableitungen fiir die rdumliche Diskretisierung werden dabei
mit Hilfe der MLS-Approximation bestimmt. Damit sind auch
Methoden hoherer Ordnung realisierbar, was sonst bei der
FV-Methode problematisch ist. Aufgrund der vielverspre-
chenden Eigenschaften der FV-MLS-Methode wird Open-
FOAM um dieses Verfahren zur rdumlichen Interpolation
erweitert. Anhand des einfachen Wellenausbreitungsbeispiels
erfolgt im vorliegenden Beitrag eine erste Verifizierung und
Stabilitdtsuntersuchung. Um das Verhalten der FV-MLS-
Methode auch im Quellenbereich zu erforschen, wird im
néchsten Schritt eine zweidimensionale Zylinderumstro-
mung, fiir deren Schallfeld eine semianalytische Ldsung
vorliegt, herangezogen. Hierbei wird, neben der Genauigkeit,
insbesondere auf die Stabilitdt der Methode eingegangen.

EIF-Ansatz

Die Berechnung der Akustik erfolgt in diesem Beitrag mit
dem sogenannten ,,Expansion about Incompressible Flow*
(EIF) — Ansatz [6] mit Modifikationen aus [7]. Der EIF-
Ansatz ist ein hybrides Verfahren entwickelt auf Basis eines
Storungsansatzes. Dabei werden die Zustandsgroflen Druck
p, Geschwindigkeit u und Dichte p fiir den Fall kleiner Mach-
Zahlen durch die folgenden drei Gleichungen

p=P+p (1)

u=U+u )

p=pot+p 3)

in inkompressible Stromungsanteile (P, U und p,) sowie in
kompressible (akustische) Stérungen (p’, u’' und p') aufge-
teilt. Eingesetzt in die vollstdndigen Navier-Stokes-Gleichun-
gen, ergeben sich unter der Annahme eines isentropen
akustischen Feldes die folgenden drei Gleichungen
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fiir die Akustik, wobei fiir die neu eingefiihrte Grofie f gilt
fi = pou; + p'U; und c die Schallgeschwindigkeit darstellt.

Fiir den Fall kleiner Mach-Zahlen, der hier betrachtet wird,
spielt bei der rdumlichen Diskretisierung der Gleichungen
(4)-(6) der Divergenzterm aus der Gleichung (5) bei der
Berechnung der Schallausbreitung eine eher geringe Rolle.
Die entscheidenden Terme sind hierbei der Divergenzterm
div(f) und der Gradiententerm grad(p’). Daher wird in der
vorliegenden Studie nur auf diese beiden Terme die FV-MLS-
Methode zur rdumlichen Diskretisierung angewendet und der
Divergenzterm aus der Gleichung (5) mit den Standard-
schemata aus OpenFOAM diskretisiert.

FV-MLS-Methode

Bei der Finite-Volumen-Methode werden die auftretenden
Gleichungen fiir jede Zelle zunidchst iiber das jeweilige
Volumen integriert. Die Divergenz- und die Gradiententerme
werden dann iiber den Gauss‘schen Integralsatz durch ein
Oberflachenintregral ersetzt. AnschlieBend erfolgt eine
Approximation des Oberflachenintegrals mit Hilfe diskreter
Oberflachenwerte. Fiir die Genauigkeit der 6rtlichen Diskreti-
sierung ist die Interpolation der Oberflichenwerte entschei-
dend. Diese werden mit Hilfe der vorliegenden Zellenmittel-
punktswerte approximiert. Beim FV-MLS-Verfahren erfolgt
dabei fiir jede Zelle eine stiickweise Polynomentwicklung,
mit dessen Hilfe die Oberflichenwerte extrapoliert werden.
Fiir eine skalare GroB3e @ mit der Entwicklungsstelle x; lassen
sich die Gleichungen fiir die Polynome erster und zweiter
Ordnung mit Ax = x — x; durch

&(x) = &, + grad(®)|, - Ax (7)

1
@ (x) = &, + grad(®)|; - Ax + EAxTH,Ax (3

darstellen. H; ist dabei die Hesse-Matrix ausgewertet an der
Stelle x;. Die bei der Polynomentwicklung auftretenden
Ableitungen werden mit Hilfe der MLS-Approximation
bestimmt. Die Idee des MLS-Verfahrens ist es, fiir einen
betrachteten Auswertepunkt z = x;, eine lokale Funktion @
mit dem Ansatz
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iiber die gewichtete Methode der kleinsten Fehlerquadrate
aufzustellen. In der Gleichung (9) ist p(x) eine m-dimen-
sionale Basis von Funktionen (in der Regel Polynome) und

a(z) die unbekannten Koeffizienten, die so gewéhlt werden,
dass die Fehlerfunktion

Tl_QZ

E(z) = ZW(Z_xf)|Z=X[uf ~3(x,2)]" (10)

minimiert wird. Hierbei ist n,,, die Anzahl der Punkte, die als
Stiitzstellen zur Bestimmung der lokalen Funktion verwendet
werden (auch als ,,Stencil* bezeichnet). Die GroBen u; stellen
die bekannten physikalischen Werte der j-ten Stiitzstelle dar.
Eine mogliche Zellenanordnung ist in Abbildung 1 darge-
stellt. Liegt die Zelle im Randgebiet, ergeben sich unsymme-
trische ,,Stencil“ (siche Abbildung 1, rechts). Hierbei werden
neben den Zellenmittelpunktswerten der umgebenden Zellen
auch die Randwerte als Stiitzstellen verwendet, um die Rand-
bedingungen auch in diesem Zusammenhang zu erzwingen.

Abbildung 1: Mogliche Zellenanordnungen

In Gleichung (10) stellt W(z - xj) die Gewichtungsfunktion
mit dem Zentrum an der Stelle z dar. In der vorliegenden
Studie wurde die exponentielle Gewichtungsfunktion [5]

RONEC )
W(xj,x*,s,) = —dm)z (11)
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mit d = |x]- —x*|, dp =2 max|xj - x*

, ¢ =dp/s, und
j=1, ..,ng, verwendet. Die Gleichung (11) zeigt eine
eindimensionale Gewichtungsfunktion, wobei x* die x-Koor-
dinate der Auswertestelle und s, die Gewichtungs-Form-
parameter sind. In der Abbildung 2 ist der Verlauf der
Gewichtungsfunktion fiir drei verschiedene s,-Werte mit
x* =0 und einem maximalen Abstand zur Stiitzstellen
Ty = max|xj - x*| = 2 dargestellt. Eine zweidimensionale
Gewichtungsfunktion ergibt sich aus der Multiplikation zwei
eindimensionaler Gewichtungsfunktionen. Im vorliegenden
Beitrag wurden fiir die beiden Koordinatenrichtungen die
Formparameter s, = s, = 3 gewihlt.

Nach der Minimierung der Fehlerfunktion E (Z ), ergeben sich
die optimalen Koeffizienten, die nur von der Auswertestelle z
abhingen. Werden die berechneten Koeffizienten in die
Gleichung (9) eingesetzt, ergibt sich die lokale Funktion

d(x) = NT(0)uy, (12)
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mit der Formfunktion N(x). Hierbei wurde die zunichst
festgesetzte Auswertestelle z mit der Ortsvariable x ersetzt,
womit die Moglichkeit besteht, den Auswertepunkt ,,mitzube-
wegen“. Der Gradient der lokalen Funktion ergibt sich aus der
Ableitung der Formfunktion N (x) mit

grad (5(x)) = grad(NT (x) Juy,. (13)

Die hoheren Ableitungen der lokalen Funktion ergeben sich
mit Hilfe der weiteren Ableitungen der Formfunktion. Die
Bestimmung der Formfunktion und ihrer Ableitungen muss
bei nicht verdnderlichen Netzen nur einmal zu Beginn der
Simulation durchgefiihrt werden, sodass der Aufwand hierfiir
gering bleibt.
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Abbildung 2: Exponentielle Gewichtungsfunktion

Gradientenbegrenzer

Zur Stabilitdtserhohung konnen sogenannte ,,Gradienten-
begrenzer® [1] angewendet werden. Die Grundidee hierbei ist
es, die Ableitungen des Taylorpolynoms abhidngig von den
Zellenmittelpunktswerten der direkt benachbarten Zellen so
zu beschrinken, dass die extrapolierten Oberflaichenwerte in
einem definierten Bereich liegen. Es gibt verschiedene
Begrenzer-Varianten. Im Rahmen dieser Arbeit wurde die
lineare MLS-Methode um die sogenannte ,,Celllimited*- und
,»FaceMDlimited“-Variante [2] erweitert. Die Begrenzungs-
stirke ldsst sich bei beiden Varianten mit einem Parameter k,
welcher zwischen 0 und 1 variiert werden kann, einstellen.
Dabei nimmt mit zunehmendem k-Wert die Begrenzung und
damit die Stabilitdt der Methode zu. Die Einstellung k = 1
fithrt zur vollstdndigen Begrenzung. Eine Erhéhung des k-
Wertes ist mit einem Genauigkeitsverlust verbunden, da die
Begrenzung kein physikalischer Schritt ist. Deswegen muss
im Allgemeinen der k-Wert fallabhéngig angepasst werden.

Anwendung der FV-MLS-Methode an einem
einfachen Wellenausbreitungsbeispiel

Eine erste Verifizierung und Stabilitatstiberpriifung der FV-
MLS-Methode erfolgt an einem einfachen Wellenausbreit-
ungsbeispiel, welches sich durch eine oszillierende Rand-
bedingung fiir den Storungsdruck p’ in einem zwei-dimen-
sionalen Kanal (siche Abbildung 5) ergibt.

Konvergenztest zur Verifizierung der Methode

Fiir die erste Verifizierung der neuimplementierten Methode
wird ein Netzkonvergenztest [8] unter Anwendung eines
regelméBigen, &dquidistanten, orthogonalen Netzes durch-
geflihrt. Der Konvergenztest erfolgt anhand des Dispersions-



fehlers €. Es kommen vier verschiedene Netze zum Einsatz,
die sich anhand der Zahl der Zellen pro Wellenldinge (engl.
»Points Per Wavelength® — PPW) im Ausbreitungsrichtung
unterscheiden (sieche Tabelle 1).

Tabelle 1: Netzkonfigurationen

Netz 1 Netz 2 Netz 3
8,55 13,68 17,1

Netz 4
21,37

Variante
PPW

Das Konvergenzverhalten des Dispersionsfehlers fiir diese
vier Netzfeinheiten ist in der Abbildung 4 dargestellt. Unter-
sucht wurden dabei zwei Standardschemata aus OpenFOAM
(linear und kubisch), sowie die lineare und quadratische FV-
MLS-Methode. Es zeigt sich, dass fiir alle riumliche Diskreti-
sierungsmethoden der Dispersionsfehler mit feiner werden-
dem Netz konsistent abnimmt. Dies ist eine erste Verifizier-
ung der MLS-Methode beziiglich ihrer Implementierung. Wie
erwartet ist der Fehler bei der quadratischen FV-MLS-
Methode in diesem Diskretisierungsbereich geringer als bei
der linearen FV-MLS-Methode. In Abbildung 4 ist zudem
deutlich zu erkennen, dass das Fehlerniveau der linearen FV -
MLS-Methode viel geringer ist als das der linearen Standard-
schemata aus OpenFOAM.
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Abbildung 4: Konvergenzverhalten verschiedener raumli-
che Diskretisierungsmethoden

Stabilitit und Auflésung der linearen FV-MLS-Methode

Im Folgenden wird eine erste Untersuchung der linearen FV-
MLS-Methode beziiglich der Stabilitdit und Auflésung
gezeigt. Hierfiir wurde der Fall des einfachen Wellenaus-
breitungsbeispiels mit den gleichen Randbedingungen wie
zuvor, jedoch unter Anwendung von nicht-dquidistanten und
nicht-orthogonalen Netzen, herangezogen. Das Netz ist damit
nicht optimal in Wellenausbreitungsrichtung ausgelegt und
zudem ergeben sich quer zu den Rédndern verlaufende Netz-
strukturen. Die Abbildung 5 zeigt ein Abschnitt des akustisch-
en Druckfeldes unter Anwendung der linearen Methode aus
OpenFOAM (links) und der linearen MLS-Methode (rechts).
Im Gegensatz zu der linearen MLS-Methode, ergeben sich bei
der linearen Methode aus OpenFOAM starke Verschmierung-
en und hohe Dissipations- und Dispersionsfehler, welche vor
allem im Bereich der Wellenfront auftreten. Die Anwendung
der linearen MLS-Methode fiihrt jedoch, wie im rechten Bild
beispielhaft zu sehen, zu Instabilitidten an den Réndern. Die
Netzstruktur des Randgebiets ist etwas vergrofert rechts oben
in der Abbildung 5 dargestellt. Die Instabilitdten ergeben sich
durch starke Schwankungen zwischen den Zellenwerten.
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Grund hierfiir sind die durch die Randbedingung vorgegeben-
en festen Werte, die zu starken Gradienten durch die MLS-
Approximation fithren.
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Abbildung 5: Einfache Wellenausbreitung bei unregelmafi-

gen Netzen — Links: Linear aus OpenFOAM; Rechts:

Lineare FV-MLS-Methode.
Auf den gleichen Fall wurde im nichsten Schritt die lineare
FV-MLS-Methode mit der ,,Celllimited“-Variante als
Begrenzer angewendet. Die Stabilitit nimmt fiir diesen Fall
ab k = 0,8 immer weiter zu. In der Abbildung 6 sind die
akustischen Druckfelder bei der Anwendung der linearen
MLS-Methode mit k = 0,9 (links) und k = 0,95 (rechts)
dargestellt. Es zeigt sich, dass bei k = 0,9 die Genauigkeit der
linearen FV-MLS-Methode nahezu erhalten bleibt, ohne dass
Instabilititen auftreten. Eine weitere Erhohung des k-Wertes
fithrt, wie im rechten Bild der Abbildung 6 fir k = 0,95
dargestellt, zu Schwankungen zwischen den Zellenwerten,
womit auch die Genauigkeit der Methode abnimmt. Insge-
samt konnte damit gezeigt werden, dass der Gradienten-
begrenzer fiir diesen Fall zur Stabilitit unter Einhaltung der
Genauigkeit fiihrt. Bei der Anwendung des Begrenzers muss
jedoch die Begrenzungsstirke eingestellt werden.
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Abbildung 6: Einfache Wellenausbreitung — Linear MLS-
Methode — Links: k = 0,9 und Rechts: k = 0,95.

Anwendung der linearen FV-MLS-Methode am
Fall der Zylinderumstromung

Um das Verhalten der FV-MLS-Methode an einem konkreten
Fall mit Stromungsquelle zu untersuchen, wird in diesem
Abschnitt der Fall der zwei-dimensionalen Zylinderumstrom-
ung herangezogen. Wie in der Abbildung 7 aufgezeigt, kann
aufgrund des grofiskalig instationdren Stromungsdruckfeldes
ein sehr grobes Akustiknetz relativ zur Zylindergeometrie
verwendet werden, was zu ungiinstigen Netzstrukturen im
Quellenbereich fithrt. Durch die periodische Wirbelablosung
ist ein dipolartiges Schallfeld, das bei der Strouhal-Frequenz
emittiert wird, zu erwarten.
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Abbildung 7: Netz fiir die Akustiksimulation

Stabilitit und Auflésung der linearen FV-MLS-Methode

Abbildung 8 zeigt das akustische Druckfeld in Zylindernéhe
fiir die lineare Methode aus OpenFOAM (links) und fiir die
lineare FV-MLS-Methode (rechts). In Zylindernéhe treten bei
der linearen MLS-Methode starke Schwankungen zwischen
den Zellenwerten auf, die zu Instabilitdten fiihren. Der Grund
hierfiir sind einerseits die durch die grobe Auflosung starken
Unstetigkeiten der akustischen Feldgrofen und andererseits
das Vorhandensein eines Randes.

Abbildung 8: Akustisches Druckfeld in Zylindernéhe

Im néchsten Schritt wurde auf den gleichen Fall die lineare
FV-MLS-Methode mit der ,,FaceMDlimited*“-Variante als
Begrenzer angewendet. Mit groer werdender Begrenzungs-
stirke k nimmt die Stabilitit immer weiter zu. Ab k > 0,8
wird eine vollstdndige Stabilitdt erreicht. Es zeigt sich, dass
bei k = 0,85 der Dispersionsfehler der linearen FV-MLS-
Methode (€5 = 0,0047) viel geringer ist als bei der linearen
Methode aus OpenFOAM (g = 0,01), ohne dass Instabili-
tdten auftreten.

Eine erste Untersuchung der lincaren MLS-Methode beziig-
lich der Dissipationseigenschaften wurde anhand der Ergeb-
nisse des effektiven Schalldruckes iiber den Radius bzw.
Abstand zum Zylinder durchgefiihrt. Abbildung 9 zeigt, dass
bei der linearen FV-MLS-Methode mit k = 0,85 sowohl die
Amplitude als auch der rdumliche Verlauf des Schalldrucks
mit der semianalytischen Losung {ibereinstimmen.
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Abbildung 9: RMS-Werte des Druckes iiber dem Radius
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Zusammenfassung und Ausblick

Die Anwendung der Finite-Volumen “Moving-least-Squares”
(FV-MLS)-Methode auf die rdumliche Interpolation inner-
halb eines OpenFOAM-EIF-basierten Stromungsakustik-
Losers wurde vorgestellt.

Hierfiir wurde OpenFOAM um die lineare und quadratische
FV-MLS-Methode zur raumlichen Interpolation erweitert. An
einem einfachen Wellenausbreitungsbeispiel wurde eine erste
Verifizierung der Methode beziiglich ihrer Implementierung
anhand eines Netzkonvergenztestes durchgefiihrt. Die FV-
MLS Methode zeigte dabei eine deutlich verbesserte
Genauigkeit im Vergleich zu den Standardmethoden aus
OpenFOAM. Jedoch ergaben sich bei unregelméBigen Netzen
Instabilitdten, die an den Simulationsrindern auftraten. Die
Erweiterung der linearen MLS-Methode um einen parameter-
abhéngigen Gradientenbegrenzer fiihrte dabei zur Stabilitét
bei Einhaltung der Genauigkeit. Im nichsten Schritt wurde
das Verhalten der linearen MLS-Methode am Fall der zwei-
dimensionalen Zylinderumstromung untersucht. Auch in
diesem Beispiel wurden die auftretenden Instabilititen mit
einem Gradientenbegrenzer unter Einhaltung der Genauigkeit
beseitigt. Es zeigte sich, dass die Begrenzungsstirke fallab-
hingig angepasst werden muss, da eine Erh6hung des Para-
meters mit einem Genauigkeitsverlust verbunden ist.

Als weiterfiihrende Arbeit ist geplant, die FV-MLS-Methode
auf hohere Ordnung zu bringen. Zudem sollen weitere Unter-
suchungen der Methode bei der Anwendung in drei-dimen-
sionalen Systemen und fiir rotierende Netze durchgefiihrt
werden.
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