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Einleitung

Bei der evidenzbasierten Modellierung werden virtu-
elle Modelle, beispielsweise Differentialgleichungen,
unmittelbar aus Messdaten abgeleitet zwecks System-
identifikation. Dabei kommen datenbasierte Algorithmen
und maschinelles Lernen zum Einsatz [1]. Fiir die evi-
denzbasierte Modellierung von Schwingungssystemen
bieten sich vor allem symbolische Regression [2] und
spérliche lineare Regression [3] an. Die evidenzbasierte
Modellierung stellt eine vollig neue Art der Modellierung
in den Ingenieurwissenschaften dar. Einerseits bieten die
zuvor genannten Methoden grofies Potenzial, um auch
komplexe Schwingungsphidnomene, wie beispielsweise
Nichtlinearitéiten, abzubilden. Andererseits kann dieses
Potenzial in der Praxis nur ausgeschopft werden, wenn
die Methoden robust einsetzbar sind.

Ziel dieses Beitrags ist es, das Potenzial evidenzbasierter
Modellierung fiir die Analyse von Schwingungssystemen
aufzuzeigen. Dazu wird wie in Abbildung 1 dargestellt
vorgegangen. Zunéchst wird die Schwingungsdifferen-
tialgleichung eines Einmassenschwingers in Zustands-
raumdarstellung (ZRD) eingefithrt und der Zeitverlauf
der freien Schwingungen wird durch numerische In-
tegration der ZRD berechnet. Aus dem berechneten
Zeitverlauf wird anschlieend mittels spérlicher linearer
Regression [3] die ZRD wieder rekonstruiert und mit
der tatséchlichen ZRD verglichen. Zusétzlich kann
dem berechneten Zeitverlauf ein kiinstliches Messrau-
schen hinzugefiigt werden. Die rekonstruierte ZRD
wird ebenfalls durch numerische Integration gelost
und der Zeitverlauf der freien Schwingungen mit dem
der tatséchlichen ZRD verglichen. Schliefllich wird ein
MATLAB-Demonstrator entwickelt, mit dem die ZRD
eines Einmassenschwingers rekonstruiert werden kann.

Schwingungsdifferentialgleichung des Ein-
massenschwingers
Abbildung 2 zeigt das mechanische Ersatzmodell eines

Einmassenschwingers. Die zugehorige Schwingungsdiffe-
rentialgleichung lautet

ma +di + kx =0,

(1)

wobei m die Masse, d die Dampfung, k die Steifigkeit
und z der Weg bedeuten.
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Abbildung 1: Vorgehensweise zur Potenzialanalyse evidenz-
basierter Modellierung eines Einmassenschwingers
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Abbildung 2: Mechanisches Ersatzmodell des Einmassen-
schwingers

Spérliche lineare Regression

Bei der evidenzbasierten Modellierung mittels spérlicher
linearer Regression wird Gleichung (2) direkt aus (gemes-
senen) Daten, die in Form des (gemessenen) Zustands-
vektors X (t) gegeben sind, rekonstruiert. Dazu wird die
Regressionsgleichung
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aufgestellt, in der ® und =E die Funktionsbasis bzw. die
Matrix der Regressionskoeffizienten bezeichnen [3]. In
diesem Beitrag werden als Funktionsbasis Polynome bis
zur Ordnung 5 ausgewéhlt, d. h. die Funktionsbasis @(X)
hat die Form

OX)=[1XX*...X"]. (4)

Dabei werden auch Linearkombinationen der Elemente
des Zustandsvektors beriicksichtigt, z. B. x4 oder z3%.
Die Funktionen fiir die Funktionsbasis werden zunéchst
beliebig gewahlt. Mit Hilfe des Algorithmus SINDY
(Sparse Identification of Nonlinear Dynamics) [3] werden
diejenige Funktionsbasis sowie die zugehorigen Regressi-
onskoeffizienten ermittelt, die den gemessenen Zustands-
vektor X (t) mit der geringsten Anzahl an Funktionen aus
der Funktionsbasis in Gleichung (4) beschreiben. Dabei
wird stets angenommen, dass nur eine sehr geringe An-
zahl an Funktionen aus der Funktionsbasis notwendig ist,
um die ZRD zu rekonstruieren [3], d. h. ®(X) und = sind
nur spéarlich besetzt.

Rekonstruktion der Schwingungsdifferen-
tialgleichung des Einmassenschwingers

Im ersten Schritt wird der SINDY-Algorithmus verwen-
det, um Gleichung (2) aus dem berechneten Ausschwing-
verhalten des Einmassenschwingers bei einer Anfangsge-
schwindigkeit von &9 = 1m/s zu rekonstruieren, wobei
die ersten 10 s betrachtet werden. Tabelle 1 zeigt die Wer-
tebereiche, in denen die Parameter des Einmassenschwin-
gers variiert werden. Es werden alle Kombinationen der
Parameter untersucht, wobei insgesamt 15625 Simulatio-
nen durchgefiihrt werden.

Tabelle 1: Wertebereiche der Parameter des Einmassen-
schwingers

Bezeichnung min. max. Einheit
Masse m 5 100 kg
Steifigkeit & 2000  20.000 N/m
Déampfung d 5 50 kg/s

Die mit dem SINDy-Algorithmus rekonstruierte Zu-
standsmatrix ergibt sich zu

1 T T x? @2 x5 P
0 0 1 0 O 0 O 5)
0 —-k/m —-d/m 0 0 0 0

Gleichung (5) stimmt exakt mit der Zustandsmatrix in
Gleichung (2) iiberein. Folglich kann Gleichung (2) exakt
rekonstruiert werden kann, was mit den Untersuchungen
in [3] iibereinstimmt. Die Zahlenwerte der Parameter m,
k und d der rekonstruierten Zustandsmatrix stimmen
ebenfalls mit den jeweils vorgegebenen Zahlenwerten
iiberein. Folglich ldsst sich mit dem SINDY-Algorithmus
die ZRD des Einmassenschwingers exakt rekonstruieren.

Da die ZRD exakt rekonstruiert werden kann, stimmt
auch die Losung der rekonstruierten ZRD mit der Losung
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von Gleichung (2) iiberein, was in Abbildung 3 bei-
spielhaft fiir einen Einmassenschwinger mit m = 50kg,
k =10.000N/m und d = 25kg/s gezeigt ist.

’ —— Gleichung (2) - - - rekonstruierte ZRD ‘
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Abbildung 3: berechnetes Ausschwingverhalten des Ein-
massenschwingers mit m = 50kg, ¥ = 10.000N/m und
d = 25kg/s

Einfluss von kiinstlichem Messrauschen

Da reale Messsignale stets auch Messrauschen enthalten,
wird im Folgenden der Einfluss von kiinstlichem Messrau-
schen auf die mit dem SINDY-Algorithmus rekonstru-
ierte ZRD sowie deren Losung untersucht. Dazu wird
der Losung von Gleichung (2) wie in Abbildung 1 ge-
zeigt ein kiinstliches Messrauschen in Form von weiflem
Rauschen hinzugefiigt. Im Folgenden wird wieder der
Einmassenschwinger mit den Parametern m 50 kg,
k = 10.000N/m und d = 25kg/s betrachtet. Durch Ein-
setzen dieser Parameter in Gleichung (2) ergibt sich die
Zustandsmatrix

0
—200s~2

1

_0,5 S—l (6)

Zu dem berechneten Ausschwingverhalten wird nun
kiinstliches Messrauschen mit verschiedenen Signal-
Rausch-Verhéltnissen (engl.: signal to noise ratio, SNR)
hinzugefiigt. Beispielsweise zeigt Tabelle 2 fiir ein SNR
von ca. 57dB die vom SINDy-Algorithmus ermittelten
Regressionskoeffizienten, wobei nur Regressionskoeflizi-

Tabelle 2: Regressionskoeffizienten bei einem Schwellenwert
A > 0,4 und bei SNR von ca. 57dB

1 T T T T
T 0 0 1 0 0
T 0 —200,01 —0,5 16,04 —6,90
3 xb i xz4i?
T 0 0 0 0
¥ —2,19 —-3654,21 —108,53 —7,56

enten dargestellt werden, die grofler als |A| = 0,4 sind. A
ist zunichst ein willkiirlich festgelegter Schwellenwert.
Alle Regressionskoeffizienten, die kleiner sind als der
Schwellenwert A, werden zu Null gesetzt und sind in
Tabelle 2 nicht dargestellt. Die Regressionskoeffizienten
der Zustandsgrolen z und & werden vom SINDY-
Algorithmus mit sehr hoher Genauigkeit ermittelt, siehe



Gleichung (6). Allerdings ergeben sich aufgrund des
Messrauschens auch Regressionskoeffizienten grofier 0,4,
die zu Zustandsgréflen mit hoherer Polynomordnung
gehoren. Beispielsweise ergibt sich fiir 2° ein Regressi-
onskoeffizient von —3654,21, der deutlich grofler ist als
die Regressionskoeffizienten, die zu =z und & gehoren.
Dies suggeriert, dass das Schwingungsverhalten maf3geb-
lich von x° abhiingt, wobei z° in Gleichung (2) jedoch
nicht enthalten ist. Folglich fithrt das Messrauschen
zu sogenanntem QOwverfitting, d.h. es treten Terme in
der rekonstruierten ZRD auf, die in der tatsichlichen
ZRD nicht auftreten. Um dies zu verhindern, kann die
Funktionsbasis ©(X) angepasst werden, indem z.B.
nur z und & beriicksichtigt werden. Im Hinblick auf
die praktische Anwendung von evidenzbasierter Model-
lierung miisste entsprechendes Vorwissen iiber das zu
untersuchende System vorhanden sein, um die Auswahl
der Funktionen fiir die Funktionsbasis zu rechtfertigen.
Auch kann die Wahl des Schwellenwerts A Overfitting
reduzieren, da Regressionskoeffizienten, die kleiner sind
als der Schwellenwert A, nicht beriicksichtigt werden.
Allerdings konnen groflere Regressionskoeffizienten dann
nach wie vor auftreten.

Trotz Overfitting stimmt das aus der rekonstruierten
ZRD ermittelte Ausschwingverhalten mit dem aus Glei-
chung (2) berechneten Ausschwingverhalten sehr gut
iiberein, da das SNR noch ausreichend grof3 ist. Erste
optisch erkennbare Unterschiede sind bei einem SNR
von <20dB erkennbar und ab ca. 10dB treten deut-
liche Abweichungen auf, wie Abbildung 4 zeigt. Ab-
bildung 5 zeigt die zugehorigen Frequenzspektren. Das
Maximum der Wegamplitude liegt in beiden Féllen bei
2,2 Hz, was aufgrund der Dampfung leicht unterhalb der
ersten Eigenfrequenz des Einmassenschwingers von f; =
0,5/k/mn~—1 = 2,25 Hz liegt. Die Amplitude des auf Ba-
sis der rekonstruierten ZRD berechneten Spektrums ist
3,4dB hoher als die Amplitude des Frequenzspektrums,
das auf Basis von Gleichung (2) berechnet wird. Folg-
lich wird die Ddmpfung bei der rekonstruierten ZRD un-
terschétzt, was sich jedoch nicht auf die Lage der Eigen-
frequenz auswirkt.

—— Gleichung (2) mit Rauschen
- - - rekonstruierte ZRD
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Abbildung 4: berechnetes Ausschwingverhalten des Einmas-
senschwingers bei einem SNR von 10dB
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Abbildung 5: berechnetes Ausschwingverhalten des Einmas-
senschwingers bei einem SNR von 10dB

Matlab-Demonstrator

Der SINDyY-Algorithmus zur Rekonstruktion der ZRD
kann mit einem MATLAB-Demonstrator nachvollzogen
und ausprobiert werden, wobei die in [3] zur Verfiigung
gestellten MATLAB-Skripte als Basis dienen. Abbildung 6
zeigt die grafische Benutzeroberfliche des MATLAB-
Demonstrators, die mit MATLAB R2017a entwickelt und
getestet wurde. Der MATLAB-Demonstrator kann unter
folgender URL heruntergeladen werden:

http://tinyurl.com/einmassenschwinger
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Abbildung 6: grafische Benutzeroberfliche des MATLAB-
Demonstrators

Der MATLAB-Demonstrator lasst sich durch Ausfithren
der Datei start.m starten. Neben den Parametern m,
k und d des Einmassenschwingers sowie dessen Anfangs-
auslenkung zg und Anfangsgeschwindigkeit v lassen sich
die Dauer des berechneten Zeitsignals, die Polynomord-
nung der Funktionsbasis, siehe Gleichung (4), und die
Stéarke des kiinstlichen Messrauschens wéhlen. Letzteres
entspricht einem Vorfaktor, mit dem mit MATLAB er-
zeugte Zufallszahlen multipliziert werden, wobei bei ei-
nem Zahlenwert von Null kein kiinstliches Messrauschen
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dem Zeitsignal hinzugefiigt wird. Fiir die Ausgabe kann
zwischen Weg und Geschwindigkeitsverlauf gewéhlt wer-
den. In der oberen Abbildung der grafischen Benutzer-
oberflidche (siche Abbildung 6) wird das Ausschwingver-
halten iiber der Zeit dargestellt und in der unteren Ab-
bildung das zugehorige Spektrum, wobei das berechne-
te Ausschwingverhalten in der grafischen Benutzerober-
fliche ohne kiinstliches Messrauschen dargestellt wird.
Weiterhin wird die mittlere quadratische Abweichung
zwischen dem tatséchlich berechneten Ausschwingver-
halten und dem mit dem SINDY-Algorithmus rekon-
struierten Ausschwingverhalten berechnet (RMS-Fehler).
Durch Klicken auf Berechnen wird die Berechnung gest-
artet.

Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Beitrag wird gezeigt, dass sich die ZRD eines
Einmassenschwingers mit Hilfe des SINDY-Algorithmus
direkt aus dem Ausschwingverhalten des Einmassen-
schwingers identifizieren ldsst. Bei idealen, d.h. rausch-
freien Daten, kann die ZRD exakt rekonstruiert wer-
den. Infolgedessen stimmt auch die Losung der rekon-
struierten ZRD mit der Losung der tatsdchlichen ZRD
iiberein. Verrauschte Daten fiithren zu sogenanntem Over-
fitting. In der rekonstruierten ZRD treten Terme auf,
die in der tatséichlichen ZRD nicht auftreten. Dennoch
stimmt die Losung der rekonstruierten ZRD mit der
Losung der tatsédchlichen ZRD sehr gut iiberein, sofern
das SNR grofler als 10 dB ist. Im Hinblick auf die prakti-
sche Anwendung des SINDY-Algorithmus kann das SNR
auch durch Glattung verbessert werden. Da die Zeitablei-
tung der Zustandsgrofle £ haufig nicht direkt gemessen
wird, sondern berechnet werden muss, bietet sich bei-
spielsweise eine Berechnung der Zeitableitung mittels to-
taler Variation an, was die Zeitableitung gleichzeitig auch
glittet [3, 4]. Zukiinftig ist geplant, die Unsicherheit bei
der evidenzbasierten Modellierung néaher zu untersuchen
und Strategien zu entwickeln, wie Overfitting vermieden
werden kann. Dabei sollen evidenzbasierte Modelle auch
mit Hilfe von experimentellen Daten ermittelt und auch
auf komplexere Systeme wie beispielsweise Schwinger mit
nichtlinearer Federkennlinie und komplexere Strukturen
erweitert werden.
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