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Einleitung

Der Ingenieursbereich Vibroakustik befasst sich unter
Anderem mit dem Studium von Schallquellen und der
Streuung von Schallwellen. Die zugehörigen mathema-
tischen Gleichungen sind die Wellengleichung im Zeit-
bereich und die Helmholtz-Gleichung im Frequenzbe-
reich. In diesem Manuskript werden nur zeitharmoni-
sche Probleme betrachtet. Die partikuläre Lösung ei-
nes, durch eine stetige harmonische Oszillation erzeugten,
Schallfeldes wird unter Berücksichtigung von Streuung
an Starrkörpern untersucht. Wenn der zu untersuchen-
de Körper sehr klein in seiner Ausdehnung im Vergleich
zu dem ihn umgebenden Fluidgebiet ist, kann das Pro-
blem als Außenraumproblem behandelt werden. Dafür
muss die Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbedingung [1]
am äußeren Rand des Fluidgebiets erfüllt sein. Diese
Randbedingung impliziert die Eindeutigkeit der Lösung
und einen reflexionsfreien Außenrand. Die unendliche
Ausdehung des Fluidgebiets führt zu Problemen bei der
Diskretisierung und somit kann nicht mit den gewohn-
ten numerischen Lösungstechniken gearbeitet werden. In
den letzten Jahrzehnten wurden einige Methoden zur
Lösung von Außenraumproblemen auf Basis der Ran-
delementmethode [2] und der Finite-Elemente-Methode
entwickelt. Dieses Manuskript konzentriert sich auf die
Infinite-Elemente-Methode (IFEM) [3], im speziellen auf
die konjugierte Astley-Leis-Formulierung [4, 5]. Die Me-
thode der infiniten Elemente wird über spektrale Ent-
wicklungen [6] erweitert, um unsichere Parameter ab-
bilden zu können. Unsichere Parameter repräsentieren
nicht-deterministische Größen und ergeben sich beispiels-
weise infolge von Fertigungsungenauigkeiten oder Mate-
rialinhomogenitäten.

Problemstellung

Die elliptische Helmholtz-Gleichung (1) ist die mathema-
tische Beschreibung der linearen Akustik in einem Fluid-
gebiet Ωf im Frequenzbereich, sprich bei abgeklungenen
Anfangsbedingungen. Der zeitharmonische Ansatz für
die Druckfluktuationen wird wie folgt gewählt p̃(x, t) =
�{p(x)e−iωt}. Der zeitharmonische Schalldruck p wird
der Einfachheit halber im weiteren Verlauf mit p = p
bezeichnet.

Δp(x) + k2p(x) = 0,x ∈ Ωf ⊂ R
d (1)

Die Wellenzahl wird mit k = ω
c und die Kreisfre-

quenz mit ω = 2πf bezeichnet. Die Finite-Elemente-
Diskretisierung der Gleichung (1) unter Verwendung
des Bubnov-Galerkin-Verfahrens und der Robin-
Randbedingung führt über [2] (Die Nomenklatur kann
der Quelle entnommen werden):
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zu folgender Matrizengleichung:

(K − ikC − k2M)p = f . (3)

Wird die Interaktion zwischen einem Strukturgebiet und
einem Fluidgebiet betrachtet, sind Kopplungsbedingun-
gen zu beachten. Das stark gekoppelte Fluid-Struktur-
Interaktion-Gleichungssystem lautet wie folgt:{[
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Die Matrizen mit dem Index f stehen für die FE-
Matrizen im Fluidgebiet. Diese sind identisch mit den
Matrizen aus Gleichung (3) bis auf einen Faktor 1

ρ0
. Da-

hingegen steht der Index s für das Strukturgebiet und u
beschreibt den Verschiebungsvektor.

Bei Außenraumproblemen hat das Fluidgebiet eine theo-
retisch unendliche Ausdehnung. Um diese Unendlichkeit
numerisch lösen zu können, wird das Fluidgebiet in einen
abgeschlossenen Teil und eine Komplementärdomain un-
terteilt. Dies ist exemplarisch in Abbildung 1 gezeigt.
In der Komplementärdomain Ωf ′ wird die Infinite-
Elemente-Methode (IFEM) angewendet. Diese Methode
löst ebenfalls die Helmholtzgleichung und erfüllt gleich-
zeitig die Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbedingung. Die
hier gewählte konjugierte Astley-Leis-Formulierung ba-
siert auf dem Petrov-Galerkin-Verfahren, führt zu fre-
quenzunabhängigen Matrizen und benötigt kein Ab-
schneiden des Fluidgebietes im Vergleich zu ande-
ren Methoden [3]. Die Wahl der komplex konjugiu-
erten Wichtungs-/Testfunktionen führt zu einer exak-
teren Auflösung des Fernfeldes im Vergleich zu un-
konjugierten Funktionen [7]. Das gesamte FSI-FE-IFE-
Gleichungssystem lautet wie folgt:

(Ksff ′ − ikCsff ′ − k2M sff ′)x = f . (5)
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Abbildung 1: Strukturgebiet Ωs umgeben von einem abge-
schlossenen Fluidgebiet Ωf und einem Fluidgebiet unendli-
cher Ausdehnung Ωf ′ .
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Die Matrizen mit den Indices ff ′ und f ′f beinhalten
die Einträge, welche sich aus den Kopplungsknoten am
Rand zur Komplementärdomain Γc zwischen FE und IFE
ergeben.

Unsicherheitsquantifizierung

In den meisten Simulationen werden Eingangsdaten
als deterministische Werte angenommen, die einem
Referenz- oder Mittelwert entsprechen. Reelle Messda-
ten ergeben jedoch eine Datenmenge, die meistens einer
Verteilung folgt. Diese Verteilung gilt es zu identifizie-
ren. Folglich können die gemessenen Eingangsdaten pa-
rametrisiert und als zufällig verteilt angenommen wer-
den ξ = {ξ1, . . . , ξN}. Wobei ξi(θ) vektorielle Größen
sind, die der Anzahl der Elemente im Probenraum sind
i = 1, . . . , Ns.

Die Monte-Carlo-Methode ist eine Möglichkeit das Glei-
chungssystem mit zufälligen Eingangsdaten zu lösen.
Diese Methode führt zu einer eindeutigen und exakten
Lösung des Gleichungssystems. Allerdings beruht diese
Methode darauf, dass man das Gleichungssystem für jede
Realisierung der Eingangsdaten löst Damit ist eine erheb-
liche Rechenleistung verbunden. Eine geringe Anzahl an
Realisierungen führt zu einer groben Approximation des
Mittelwertes und der Varianz der Lösung. Dies spiegelt
sich in der Konferenz der Standardabweichung ∼ 1√

M

wieder, wobei M die Anzahl der Realisierungen ist [8].

Spektralmethoden sind dahingegen komplexer in der An-
wendung, dafür aber effizient und fortgeschritten. Spek-
trale Entwicklungen eines Zufallsprozesses in L2 sind

ähnlich zu Fourierreihen, die im Sinne der, über das inne-
re Produkt definierten, Norm konvergieren. Eine Art der
spektralen Entwicklung ist das auf Hermiteschen Poly-
nome beschränkte polynomielle Chaos [9]. Die Wahl der
Art der Polynome hängt von der Art der Verteilung der
Eingangsdaten ab [6]. Das verallgemeinerte polynomielle
Chaos (gPC) [10] ist nicht mehr nur auf Hermiteschen
Polynome, beziehungsweise Gauß-verteilte Zufallsvaria-
blen beschränkt:

X(ξ) =

∞∑
i=0

xiΦi(ξ). (6)

Die gPC ist stets mittelwertgenau. Die abgeschnitte-
ne, endliche Reihe ist von der Anzahl der Zufallsvaria-
blen N und der höchsten Ordnung p der Polynome {Φ}
abhängig:

P + 1 =
(N + p)!

N !p!
(7)

X(ξ) =
P∑
i=0

xiΦi(ξ) + ε(N, p). (8)

Das Gleichungssystem mit spektral entwickelten Ein-
gangsdaten kann über intrusive und nicht-intrusive Me-
thoden gelöst werden. In diesem Manuskript werden
ausschließlich nicht-intrusive Methoden behandelt. Da-
bei kann das Gleichungssystem als Black-Box behan-
delt werden. Eine Art dieser Methoden ist die Kollo-
kationsmethode, welche das Gleichungssystem an spe-
ziell gewählten Kollokationspunkten löst. Diese Punkte
ergeben sich aus den Nullstellen des Polynoms der Ord-
nung p + 1 und werden anschließend nach der höchsten
Wahrscheinlichkeit sortiert und die notwendige Anzahl
bestimmt [11]. Das Vorgehen ist in Gleichung (9) veran-
schaulicht, wobei xi die rein deterministischen spektralen
Moden und X∗(cpi) die partiellen Lösungen des Glei-
chungssystems für die zugehörigen Kollokationspunkte
cpi sind.⎡
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(9)

Die Erweiterung von Gleichung (5) auf die Abhängigkeit
der Matrizen von unsicheren Parametern ergibt:{

K(·, ξ)− ikC(·, ξ)− k2M(·, ξ)
}
p(·, ξ) = f(·, ξ). (10)

Die Anwendung von spektralen Entwicklungen auf Glei-
chungssystem (10) führt zu der spektral-stochastischen
Infinite-Elemente-Methode (SSIFEM):{
K

T
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T
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T
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}
pT (·)Φ(ξ)

= f
T
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(11)
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Ergebnisse

Mit der spektral-stochastischen Infinite-Elemente-
Methode wird exemplarisch ein zweidimensionales
Modell eines Cabrios mit zufälliger Anregung der Front-
scheibe und einer zufälligen Admittanz der Sitzbezüge
gerechnet. Die Auswertung erfolgt über den Schalldruck
an einem Punkt, der die Position des Fahrerohrs be-
schreibt. Dies ist in Abbildung 2 gezeigt. Die Anzahl der
Realisierungen beläuft sich auf 2000. Diese sind sowhol
identisch für Monte-Carlo, als auch für das gPC, um die
relative Abweichung berechnen zu können.

Abbildung 2: Schalldruck am Fahrerohr über die Zufallsva-
riablen.

Die gPC 3.Ordnung ist im Bereich der geringsten Wahr-
scheinlichkeit größenordnungen ungenauer als die gPC
9.Ordnung. Der punktweise definierte, absolute Fehler

e1 = ||ε||nL2
= |pMC−pGPC |

|pMC | ist in Abbildung 3 und 4
gezeigt.
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Abbildung 3: Absoluter Fehler MC - gpc 3.Ordung.
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Abbildung 4: Absoluter Fehler MC - gpc 9.Ordung.

Die Druckverteilung am Fahrerohr bei f = 500[Hz] ist in
Abbildung 5 visualisiert.

Abbildung 5: PDF am Fahrerohr.

Die Wahrschienlichkeitsdichtefunktion (PDF) des Schall-
drucks am Fahrerohr über MC und gPC berechnet sind
fast deckungsgleich. Über eine erhöhte Anzahl an Rea-
lisierungen konvergieren die beiden Kurven. Die beiden
Fehlerdarstellungen und die deckungsgleichung Druck-
antworten zeigen die Genauigkeit der Methode im Ver-
gleich zur MC-Simulation.

Fazit und Ausblick

Wie bereits in den Ergebnissen gezeigt, ist die spektral-
stochastische Infinite-Elemente-Methode erfolgreich ent-
wickelt worden. Dies ist eine effektive Methode zur Be-
stimmung von Unsicherheiten bei Außenraumproblemen
in der linearen Akustik. Die Anwendung auf Halbraum-
probleme mit Fluid-Struktur-Kopplung im Außenraum
ist gegeben. Ein Beispiel dafür wäre ein Windrad. Zu-
dem ist durch die konjugierte Formulierung der infiniten
Elemente eine genaue Schalldruckberechnung im Außen-
raum und dadurch auch eine Modalanalyse im Außen-
raum möglich. Ziel zukünftiger Arbeiten ist es unsichere
Außenraummoden bei Meta-atomen zu bestimmen und
somit entkoppelte Eigenfrequenzen ermitteln zu können.
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