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Einleitung

Steigende Anforderungen an die Energieeffizienz, vor al-
lem in der Luftfahrt, treiben die Entwicklung von immer
leichteren, aber dennoch tragfiihigen Strukturen voran.
Ein hohes Verhiltnis von Steifigkeit zu vergleichsweise
niedriger Masse resultiert in unvorteilhaften vibroakusti-
schen Eigenschaften von konventionellen Leichtbaustruk-
turen. Um den vibroakustischen Anforderungen in Zu-
kunft weiter gerecht zu werden, haben sich akustische
Metamaterialien als potentielle Losungen etabliert, die es
ermoglichen die vibroakustischen Eigenschaften in einem
bestimmten Frequenzbereich zu justieren. Fiir die Aus-
legung akustischer Metamaterialien, sollen im Rahmen
des Forschungsvorhabens ALMA (Additive Layer Manu-
facturing for Acoustic Metamaterials) Designregeln ge-
funden werden. Aufgrund der im Vergleich zur Gesamt-
struktur relativ kleinen Dimensionierung der Substruk-
turen, bendtigt man fiir die Auslegung von akustischen
Metamaterialien effiziente Berechnungsmethoden. Eine
Moglichkeit besteht darin, die Gesamtmodelle mithilfe
von Model-Reduktionsverfahren zu reduzieren und Desi-
gnregeln aus den reduzierten Modellen abzuleiten [1, 6].

Da akustische Metamaterialien hiufig aus einer peri-
odischen Anordnung identischer Einheitszellen bestehen,
bietet sich es an, Designregeln aus den Wellenl6sungen ei-
ner einzelnen Zelle abzuleiten. Mithilfe von Wave-Finite-
Elements konnen die Wellenlosungen einer unendlichen
periodischen Struktur effizient berechnet werden. Der
Vorteil der Methode ist, dass lediglich ein Finite Elemen-
te Modell der Einheitszelle benotigt wird, welches mit
einer herkémmlichen Finite Elemente Software erzeugt
werden kann. Anhand der Wellenlosungen lassen sich
zum Beispiel die Effektivitdt von verschiedenen schwin-
gungsreduzierenden Mafinahmen bewerten.

Fin Beispiel sind periodisch verteilte Schwingungstilger.
Hierbei handelt es sich um lokal aufgebrachte resonan-
te Substrukturen, die die Schwingung der Hauptstruktur
durch die lokale Resonanz absorbieren. In diesem Beitrag
soll erldutert werden welcher Zusammenhang zwischen
den Wellenl6sungen der unendlich periodischen Struk-
turen und der Frequenzantwort der endlich periodische
Strukturen besteht.

Im ersten Abschnitt wird die Berechnung der Wel-
lenlosungen einer Einheitszelle vorgestellt. Anschlielend
wird erklart, wie die Wellenlésungen mit der Fre-
quenzantwort einer Struktur zusammenhéngen, die aus
einer periodischen Anordnung von Einheitszellen besteht.
Im dritten Abschnitt soll dann erldutert werden, wie ba-
sierend auf den Wellenlosungen, durch lokale Resonato-

ren die Frequenzantwort der Struktur manipuliert wer-
den kann.

Berechnung der Wellenl6sungen von un-

endlichen periodischen Strukturen

Die Wellenlosung von unendlichen Strukturen ldsst sich
mit der Wave-Finite-Elemente Methode (WFEM) be-
rechnen. Die harmonische Bewegungsgleichung eines Sy-
stems ergibt sich nach der Finite-Elemente Diskretisie-
rung zu:

(—w*M +iwC+K)q=F. (1)

S(w)

M, C und K beschreiben die Massen-, Dampfungs- und
Steifigkeitsmatrix der Einheitszelle; q sind die Zustands-
groflen (Verschiebungen/Schnellen) und F der Vektor der
duferen Krifte.
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Abbildung 1: Zustandsgroflen und Kréfte an den Réandern
zweier benachbarter Einheitszellen

Fiir eine einzelne Einheitszelle ldsst sich so die Bewe-
gungsgleichung fiir jede Frequenz w aufstellen:
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Aus Abbildung 1 ldsst sich leicht der Zusammenhang
a} = qE*l und FN = —FEJFI erkennen. Setzt man
dies in (2) ein, kann man einen Zusammenhang zwischen
den Réndern zweier benachbarter Einheitszellen aufstel-

len [4]:

el e

T wird auch Transfermatrix genannt. Der gleiche Zusam-
menhang lésst sich mithilfe des Bloch-Theorems aufstel-
len [2].

Ue + Ly) = Ula)p = Ulz)e!tnttnl o (q)

U beschreibt das Losungsfeld einer unendlichen periodi-
schen Struktur. L ist die Liange der Einheitszelle, p ist
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die Ausbreitungskonstante und entspricht dem exponen-
tiellen Term e*; k ist die Floquet-Wellenzahl und ist im
Allgemeinen eine komplexe Groéfe. Diese kann sowohl ei-
ne Anderung der Amplitude als auch eine Anderung der
Phase beschreiben [4].

Wendet man das Bloch-Theorem (4) an, lassen sich die
Zustandsgroflen und die Kréfte an den beiden Réndern
einer Einheitszelle in Abhéngigkeit voneinander beschrei-
ben [5]:

dqr = UqL , (5)
FR = 7,uFL . (6)

Somit ldsst sich mit dem Bloch-Theorem der gleiche Zu-
sammenhang wie mit der Transfermatrix T (3) aufstel-

len:
EId "

Aus den (3) und (7) wird ein Eigenwertproblem aufge-
stellt, dessen Losungen die verschiedenen Wellenformen
aus Tabelle 1 beschreiben.

f]mlw] e

Fiir die jeweilige Frequenz w kann so die Wellenausbrei-
tung bestimmt werden. Der relative Phasenversatz der
Wellenlosungen von einer Einheitszelle in die néchste
kann durch den Imaginérteil des Exponenten des Eigen-
wertes p bestimmt werden:

krL = tan™! (;EZ;) : (9)

Das Abklingverhalten der Wellenlésungen kann dement-
sprechend aus dem Realteil des Exponenten abgeleitet
werden.

krL = —log(|ul) (10)

Um unterschiedliche Systeme besser vergleichen zu
konnen, wird das Abklingverhalten auf die Lénge L der
Einheitszelle normiert. Dadurch erhélt man das Abkling-
verhalten pro Meter:

ky = —w . (11)

In Tabelle 1 ist der Zusammenhang zwischen Wellenzahl
k und den verschiedenen Ausbreitungsarten von akusti-
schen Wellen dargestellt.

In Abbildung 2 sind die Eigenwerte und die daraus ab-
geleitete Abklingkonstante sowie der Phasenversatz fiir
ein Balkenstiick der Linge 10 cm mit einem quadra-
tischen Querschnitt mit der Fliche 1 cm? dargestellt.
Die Berechnung wurde von 0 bis 100 Hz durchgefiihrt.
Der Balken besteht aus Aluminium (E-Modul 64 GPa,
Dichte 2700 kg/m?, Poissonzahl 0,34 und Verlustfaktor
0,001). Wie aus den Schaubildern abzulesen ist, ergibt
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Abbildung 2: Eigenwerte der Wellenlésungen des Euler-
Bernoulli Balkens berechnet von 0 bis 100 Hz

die WFEM die vier Wellenlésungen des Euler-Bernoulli
Balkens: zwei ungeddmpfte und zwei evaneszente Wellen.
Mit den Wellenlosungen (Eigenwerte und Eigenvektoren)
kann man die Systemantwort einer begrenzten Struktur,
die aus mehreren Einheitszellen besteht, berechnen [3].

Zusammenhang zwischen Wellenl6sungen
und Frequenzantwort einer begrenzten
Struktur

Im Folgenden wird erldutert, inwiefern die Charakteri-
stika der Wellenlosungen mit der Frequenzantwort einer
begrenzten Struktur in Bezug gebracht werden konnen.
Hierfiir werden die Wellenlosungen des infiniten Balkens

Tabelle 1: Zusammenhang zwischen Floquet-Wellenzahl und
den Ausbreitungsarten von akustischen Wellen

| | kr k1 Wellentyp
1 #0 0 freie Welle
gedampfte

71 #0 # 0 Welle
evaneszente

7 1 0 #0 Welle
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(siehe Abbildung 2) mit der Frequenzantwort eines fini-
ten Balkens, der aus zehn Einheitszellen besteht, in Be-
ziehung gebracht.

Die Frequenzantwort einer Struktur ist hauptséchlich
durch deren Resonanzpeaks charakterisiert. Im Allge-
meinen lassen sich Resonanzen dadurch erklaren, dass
die Wellen, die sich in der Struktur ausbreiten, an den
Réndern reflektiert werden und sich bei bestimmten Fre-
quenzen stehende Wellen ausbilden. Mit jeder Reflektion
verstarkt sich die stehende Welle und so entstehen sehr
hohe Schwingungsamplituden.

I
L : J \LI

Abbildung 3: Modelle des frei gelagerten Balkens mit einer
Lénge von 1 m (N=10) und entsprechende Einheitszelle der
Lange L = 10 ¢cm
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Abbildung 4: Gemittelte Verschiebungen des Balkens (links)
und die zu den Resonanzpeaks zugehorigen kritischen Phasen-
versitze (rechts) bei 50 Hz, 138 Hz und 270 Hz

In Abbildung 4 sind Resonanzpeaks des harmonisch an-
geregten Balkens und die zugehorigen kritischen Phasen-
lagen der Wellen in der Einheitszelle markiert. Die Ge-
samtstruktur wird 25 cm von linken Rand mit einer har-
monischen vertikalen Einzellast beaufschlagt. Der Balken
und die Einheitszelle wurde jeweils mit Balkenelementen
der Linge 2 cm diskretisiert. Aus Abbildung 4 kann man
erkennen, dass bei den Resonanzfrequenzen des Balkens
immer bestimmte Phasenverséitze in den Wellenlsungen
vorkommen.

Tabelle 2: Lagerbedingung und Phasenversitze der Wel-
lenlosungen bei der sich stehende Wellen im finiten Balken
ausbilden, der aus N Einheitszellen der Lange L besteht

Lagerbedingungen krit. Phasenversatz
frei - frei
fest - fest (n+3)r/N, neN
frei - fest
gestiitzt - gestiitzt nw, neN
fest - gestiitzt (n+ 1)m/N, neN

Aus den Lagerbedingungen und der Gesamtlinge der
Struktur kann der Phasenversatz bestimmt werden, bei
dem stehende Wellen und somit Resonanzpeaks vorkom-
men (siche Tab. 2).

Neben der Phaseninformation der Wellen hat auch die
Abklingkonstante Einfluss auf die Systemantwort der Ge-
samtstruktur. Die maximale Amplitude, die in der Re-
sonanz erreicht werden kann, ist durch die Abklingkon-
stante der Welle limitiert. Ist die Abklingkonstante und
die Linge der Gesamtstruktur bekannt, kann ein oberer
Grenzwert fiir die Schwingungsamplitude mit

oo
ZeT‘kILN (12)
r=0

abgeschétzt werden. Der Index r zdhlt die Anzahl der Re-
flektionen der Welle. Hinter (12) steht die Annahme, dass
sich die urspriingliche Welle (r = 0) und alle Reflektio-
nen r dieser Welle positiv iiberlagern. Fiir ungeddmpfte
Wellen (k; = 0) ergeben sich unendliche grofie Schwin-
gungsamplituden. Fiir Wellen, die in Ausbreitungsrich-
tung abklingen, ist die Amplitude jedoch begrenzt:

kLN ety

TR _— :
Ze = CRIN ] mit
r=0

Somit liasst sich durch eine entsprechend hohe Abkling-
konstante auch der Resonanzpeak bei einem kritischen
Phasenversatz reduzieren.

kLN <0,  (13)

Einfluss von lokalen Resonanzen

Im néchsten Schritt soll der Einfluss von lokalen Reso-
nanzen untersucht werden. Hierfiir werden die Struktu-
ren mit diskreten Tilgerelementen modifiziert. Anschlie-
Bend wird die Frequenzantwort der Struktur mit Tilgern
mit den Wellenl6sungen der Einheitszelle verglichen. Die
Masse der Gesamtstruktur wird durch die Resonatoren
um 5 % erhoht. Die Eigenfrequenz der Resonatoren be-
tragt 50 Hz. Der Dampfungsgrad betrigt 0,001.
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Abbildung 5: Modelle der Gesamtstruktur mit diskreten
Tilgerelementen und die entsprechende Einheitszelle

In Abbildung 6 ist der Einfluss von 10 Resonatoren auf
die Frequenzantwort der Gesamtstruktur dargestellt und
Abbildung 7 zeigt den Einfluss des Resonators auf die
Wellenlosungen der Einheitszelle.

Betrachtet man die kritischen Phasenversétze der Ein-
heitszelle mit lokaler Resonanz, ist zu beobachten, dass
sich immer dann ein Resonanzpeak in der Systemantwort
ausbildet wenn ein kritischer Phasenversatz eintritt und
gleichzeitig die Abklingkonstante im Vergleich zur unmo-
difizierten Struktur abnimmt (siehe rote Pfeile in Abbil-
dungen 6 und 7). Die kritischen Phasenversétze sind in
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Abbildung 6: Frequenzantwort der Struktur mit aufgebrach-
ten diskreten Tilgern; die roten Pfeile markieren die Frequen-
zen bei denen ein kritischer Phasenversatz mit dazugehoriger
reduzierter Abklingkonstante auftritt; die griinen Pfeile mar-
kieren die Frequenzen bei denen ein kritischer Phasenversatz
mit dazugehoriger erhohter Abklingkonstante auftritt

Abbildung 7 mit horizontalen gestrichelten Linien mar-
kiert. Die Abklingkonstanten der Wellenlésungen der un-
modifizierten Einheitszelle sind als gepunktete Linie mar-
kiert. Fiir den Fall dass ein kritischer Phasenversatz mit
einer gleichzeitig erhthten Abklingkonstante vorkommt
bildet sich kein Resonanzpeak in der Frequenzantwort
aus (griine Pfeile in Abbildungen 6 und 7).

Durch die lokalen Resonantoren konnen also die Pha-
senversiitze als auch die Abklingkonstanten der Wel-
lenlésungen moduliert werden um die Resonanzfrequen-
zen zu verschieben oder aber die Schwingungsmaxima zu
reduzieren.

Zusammenfassung

Es wurde gezeigt, inwiefern die Charakteristika der Wel-
lenlosungen die Frequenzpeaks der Frequenzantwort wi-
derspiegeln. Die Frequenzantwort der Gesamtstruktur
kann durch die Modifikation der Phasenversitze und der
Abklingkonstanten der Wellenlosungen beeinflusst wer-
den und, wie an diesem Beispiel gezeigt, auch reduziert
werden. Fiir die Reduktion der Frequenzantwort in einem
bestimmten Frequenzbereich gilt es somit zum einen kri-
tische Phasenversétze zu vermeiden und zum anderen die
Abklingkonstante durch die lokale Resonanz zu erhéhen.
In weiteren Studien soll gekldrt werden, wie sich diese
Kriterien zur Optimierung von lokal resonanten Materia-
lien basierend auf den Wellenlosungen der Einheitszelle
einsetzen lassen.
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Abbildung 7: Phasen und Abklingkonstante der Einheitszel-
le mit aufgebrachten diskreten Tilgern; die roten Pfeile mar-
kieren die Frequenzen bei denen ein kritischer Phasenversatz
mit dazugehoriger reduzierter Abklingkonstante auftritt; die
griinen Pfeile markieren die Frequenzen bei denen ein kriti-

scher Phasenversatz mit dazugehoriger erhdhter Abklingkon-
stante auftritt
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