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Einleitung

Die Entwicklung effizienter Verfahren zur Loésung der
akustischen Helmholtzgleichung iiber ein breites Fre-
quenzband im Auflenraum ist seit Jahren ein grofien
Forschungsgebiet. In Zeiten immer kiirzer werdender
Entwicklungszyklen, zeigt sich der Bedarf an eben die-
sen Verfahren. Insbesondere, wenn die Optimierung der
akustischen oder vibroakustischen Produkteigenschaf-
ten innerhalb eines breiten Frequenzbereichs gefragt ist,
stolen gegenwirtige Verfahren an ihre Grenzen. Hier
kann der Einsatz zeitsparender Verfahren einen grofien
okonomischen Vorteil im Entwicklungsprozess bieten.

Die Bewertung des akustischen Verhaltens kann unter be-
stimmten Voraussetzungen durch das Losen der Helm-
holtzgleichung erfolgen. Im niedrigen bis mittleren Fre-
quenzbereich bietet sich fiir dessen numerische Behand-
lung insbesondere die Finite Elemente Methode (FEM)
und die Randelementmethode (BEM) an. Die FEM lie-
fert dabei ein lineares Gleichungssystem mit frequenzu-
nabhéngigen Systemmatrizen. Im Gegensatz dazu fiihrt
die BEM zu implizit frequenzabhéngigen Systemmatri-
zen. Entsprechend miissen die Gleichungssysteme bei der
BEM fiir jeden Frequenzpunkt neu aufgesetzt werden.
Dies ist einer der Nachteile der BEM. Nichtsdestotrotz
erweist sich die BEM fiir Aulenraumproblemen in vielen
Féllen als vorteilhaft gegeniiber der FEM.

Fiir die Losung der Helmholtzgleichung in einem breiten
Frequenzbereich sieht die {iblicherweise angewandte Vor-
gehensweise wie folgt aus: Der Frequenzbereich wird an
n diskrete Frequenzpunkten abgetastet, die zugehorigen
linearen Gleichungssysteme werden erstellt und mithilfe
von direkten oder iterativen Losungsverfahren nachein-
ander gelost. Entsprechend sind insgesamt n lineare Glei-
chungssysteme zu l6sen. Dies impliziert einen entspre-
chend hohen Zeitaufwand. Uber die letzten Jahrzehn-
te wurden deshalb effizientere Alternativen entwickelt
und veroffentlicht. Zu diesen gehoren Ansitze, welche
auf der modalen Superposition [1, 2], der Modellord-
nungsreduktion [3] und dem Krylow Unterraum Recy-
cling [4] beruhen. Diese Verfahren besitzen insbesonde-
re im Zusammenhang mit der FEM Vorteile gegeniiber
dem konventionellen Ansatz, auch wenn fiir Auflenraum-
probleme in Teilen noch Forschungsbedarf besteht. Glei-
ches gilt in gewisser Weise auch fiir die BE-diskretisierten
AuBlenraumprobleme. Aufgrund der impliziten Frequenz-
abhéngigkeit der BEM Systemmatrizen liegt in diesen
Fillen ein erhohter Aufwand vor und die zugrundelie-
genden Ansitze sind in einigen Féllen nicht mehr an-
wendbar. Entsprechend besteht auch hier noch vermehr-
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ter Forschungsbedarf.

In dieser Arbeit soll nun eine weitere Alternative zur effi-
zienten Losung der BE-diskretisierten akustischen Helm-
holtzgleichung in einem breiten Frequenzbereich auf-
gezeigt werden. Diese beruht auf der Darstellung der
Losung im sperzifizierten Frequenzbereich durch eine Li-
nearkombination aus einigen wenigen Basisvektoren. Die-
se Basisvektoren sind dabei Losungen des unterliegen-
den Helmholtzproblems an diskreten Frequenzpunkten
innerhalb des Frequenzbereichs, wobei die Frequenzpunk-
te iterativ unter Anwendung eines Greedy Algorithmus
gewihlt werden. Im Folgenden wird der Algorithmus
erldutert und die Leistungsfahigkeit anhand eines nume-
rischen Beispiels gezeigt.

Greedy Verfahren

Beim Greedy Verfahren wird die Losung innerhalb ei-
nes spezifizierten Frequenzbereichs als Superposition aus
einigen wenigen Basisvektoren approximiert. Diese Ba-
sisvektoren stellen dabei Lésungen des Problems bei dis-
kreten Frequenzpunkten innerhalb des Frequenzbereichs
dar. Die Wahl dieser Frequenzpunkte erfolgt iterativ, wo-
bei ein Greedy Algorithmus mit a posteriori Fehlermafl
eingesetzt wird. In der hier gezeigten Anwendung wird
sich auf die akustischen Helmholtzgleichung beschréinkt,
welche unter Verwendung der BEM diskretisiert wird.

Das gesamte Verfahren ldsst sich in zwei Phasen unter-
teilen: einer Offline Phase und einer Online Phase. In
der Offline Phase wird, vergleichbar zum konventionel-
len Ansatz, der Frequenzbereich in n diskrete Frequenz-
punkte unterteilt. An diesen Punkten ist die Lésung von
interesse und soll mit einer gewissen Genauigkeit be-
rechnet werden. Im zweiten Teil der Offline Phase wird
dann die Systemmatrix A und die rechte Seite b des BE-
diskretisierte Gleichungssystems

A(fi)x(f:) =b(fi)

fiir alle Frequenzen f; mit ¢ = 1,...,n assembliert und
gespeichert.

In der darauffolgenden Online Phase wird nun im ersten
Schritt der erste Basisvektor generiert. Hierfiir wird das
Gleichungssystem

A(fD)x(fD) =b(fW)

an einem beliebigen ersten diskreten Frequenzpunkt f(*)
gelost. Die Losung x(f(M) entspricht dem ersten Basis-
vektor und wird als erste Basis

Xy =x(fM)
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abgespeichert.

Mit diesem Basisvektor wird nun im zweiten Schritt der
Online Phase die Lésung im gesamten Frequenzbereich
approximiert. Dies entspricht der Losung des Minimie-
rungsproblems

11/1(1]103 A (f) Xy (fi) = b(f)]3

fiir jede Frequenz f; fiir die bisher keine Losung berechnet
wurde. Hierbei wird jeweils fiir den Vektor der Basisge-
wichte y(f;) gelost und j entspricht dem Iterationszéhler.
Der Fehler der Approximation ldsst sich anschlielend
iiber das Residuum
r(fi) = A(fi)X;y(fi) —b(fi)

quantifizieren. Sobald das Residuum fiir jeden Frequenz-
punkt unter eine vorher definierte Toleranz egreedy fallt,
ist die Frequenzbereichslosung konvergiert und der Algo-
rithmus terminiert. Andernfalls reicht die bisher gebilde-
te Basis nicht aus um die Frequenzbereichslosung hinrei-
chend genau zu approximieren und die Basis wird in der
néchsten Iteration um einen weiteren Basisvektor erwei-
tert. Hierfiir muss zunichst der Frequenzpunkt fU+1) der
néachsten Iteration j+1 gewahlt werden, an dem der neue
Basisvektor geniert wird. Unter Verwendung des Greedy
Ansatzes, fillt die Wahl dabei eben auf jenen diskreten
Frequenzpunkt, an dem die bisherige Approximation das
maximale Residuum aufweist.

Im vierten Schritt der Offline Phase wird dann der
néchste Basisvektor durch Losen des Gleichungssystems

A(f(j“))x(f(j*l)) — b(f(j“))
berechnet und die Basis entsprechend erweitert
X1 = [Xjax(f(j+1))] :

Mit dieser erweiterten Basis wird nun der Iterationszéahler
hochgezihlt und bei Schritt zwei der Offline Phase fort-
gefahren. Entsprechend wird nun wieder die Losung tiber
den gesamten Frequenzbereich approximiert sowie die
Approximationsgiite mithilfe des Residuums bewertet
und mit der vorgeschriebenen Toleranz verglichen.

Numerisches Beispiel

Anhand eines numerischen Beispiels soll nun die Lei-
stungsfihigkeit des beschriebenen Verfahrens gezeigt
werden. Hierfiir wird ein akustisches Innenraumproblem,
ein Kanal der Linge L = 3,4m mit einem quadrati-
schem Querschnitt von 0,2m x 0,2m, beriicksichtigt. Das
Netz der Randelementediskretisierung ist in Abbildung 1
dargestellt und weifit 4480 Freiheitsgrade auf. Der mit
Luft gefiillte Kanal wird bei = 0 mit einer konstanten
Schallschnelle angeregt. Die iibrigen Fldchen des Kanals
werden als schallhart angenommen. Mit einer Schallge-
schwindigkeit von ¢ = 3407 liegen die Eigenfrequenzen
des Kanals bei ganzzahligen Vielfachen von 50Hz. Die
Losung des zugrunde liegende Helmholtzproblem wird in
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einem Frequenzbereich von 40Hz bis 220Hz mit einer Ab-
tastrate von Af = 1Hz gesucht, d.h. n = 181. Die da-
bei vorgeschriebene Genauigkeit liegt bei £greedy = 1075,
wobei fiir das Losen der eigentlichen Gleichungssysteme
ein GMRes-Algorithmus mit einer relativen Toleranz von
€gmres = 10~8 verwendet wird.

Abbildung 1: Netz der Randelementediskretisierung des
akustischen Innenraumproblems. Der Kanal hat die Lange
L = 3,4m, es erfolgt eine Anregung bei z = 0 durch eine kon-
stante Schallschnelle und die iibrigen Oberflichen sind schall-
hart.

Unter Verwendung des Greedy Verfahrens ldsst sich das
beschriebene Problem in insgesamt elf Iterationen losen.
Folglich miissen im Vergleich zum konventionellen An-
satz anstelle von n = 181 linearen Gleichungssystemen
lediglich 11 Gleichungssysteme gelost werden. Das rela-
tive Residuum der Approximation ist fiir einige Iterati-
onsschritte j in Abbildung 2 dargestellt.
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Abbildung 2: Relatives Residuum der Approximation iiber

den Frequenzbereich bei verschiedenen Iterationsschritten j.

Zu Beginn des Greedy Verfahrens wird in der Iteration
j = 1 wie beschrieben an einem beliebigen Frequenz-
punkt das zugehorige Gleichungssystem geldst und somit
der erste Basisvektor berechnet. Im vorliegenden Fall ist
der erste Frequenzpunkt im betrachteten Frequenzband
gewéhlt worden. Wie die blaue Kurve in Abbildung 2
zeigt, ermdglicht dieser Basisvektor alleine keine zufrie-
denstellende Losung iiber den gesamten Frequenzbereich.
Durch Erweiterung der Basis wird das relative Residuum
fortschreitend verringert. Ab der Iteration j = 5 lésst sich
beobachten, dass das Greedy Verfahren intrinsisch die
Eigenfrequenzen des Kanals bzw. Frequenzen in unmit-
telbarer Nihe der Eigenfrequenzen auswihlt. In diesen
Iterationen zeigt sich eine signifikante Verbesserung des
Residuums bis hin zur erreichten Konvergenz der Losung
in der Iteration j = 11.

Abschlieflend zeigt Abbildung 3 einen Vergleich der Re-
chenzeiten des konventionellen Ansatzes und des Greedy



Verfahrens. Hierbei wird zusétzlich zwischen der Anzahl
an Frequenzpunkten n unterschieden in die der Frequenz-
bereich unterteilt ist. Aulerdem sind die Rechenzeiten
des Greedy Verfahrens unterteilt in den Anteil, welcher
auf das Losen der elf Gleichungssysteme unter Verwen-
dung des GMRes-Algorithmus féllt und in den Anteil,
welcher auf das Losen der Minimierungsprobleme fallt.
Die restlichen Anteile sind vernachléssigbar klein.
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Abbildung 3: Berechnungszeiten der Losung fiir den kon-
ventionellen Ansatz und das Greedy Verfahren. Hierbei wird
zwischen der Anzahl n an Frequenzpunkten im Frequenzbe-
reich unterschieden. Aulerdem wird fiir das Greedy Verfahren
zwischen der eigentlichen Zeit zum Loésen der Gleichungssy-
steme, Greedy (GMRes), und dem Losen der Minimierungs-
probleme, Greedy (least squares), unterschieden.

Wie der Vergleich zeigt, entspricht die Rechenzeiten im
vorliegenden Beispiel n = 181 bei Verwendung des Gree-
dy Verfahrens etwa einem Drittel der Rechenzeiten des
konventionellen Ansatzes. Vergleichbares zeigt sich auch
fiir andere Anzahlen an Frequenzpunkten, wobei hier der
Vorteil mit einer grofler werdenden n ansteigt.

Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Beitrag wurde mit dem Greedy Verfahren ei-
ne Berechnungsvorschrift fiir die Losung der Helmholtz-
gleichung in einem spezifizierten Frequenzband aufge-
zeigt. Das Verfahren beruht auf einer Approximation der
Losung innerhalb eines Frequenzbands durch die linea-
re Kombination einiger weniger Basisvektoren. Diese Ba-
sisvektoren stellen dabei Losungen des unterliegenden
Problems bei diskreten Frequenzpunkten innerhalb des
Frequenzbandes dar. Die Frequenzpunkte an denen die
Auswertung erfolgt, werden dabei iterativ dort gewéhlt,
wo die bisherige Approximation den grofiten Fehler auf-
weist. Das Verfahren wurde anhand eines akustischen In-
nenraumbeispiels validiert und die zugehorige Rechenzeit
wurde mit der konventionellen Losungsstrategie vergli-
chen. Die Verwendung des Greedy Verfahrens ist fiir das
betrachtete Beispiel durchweg vorteilhaft. Insbesondere,
wenn die Losung an vielen diskreten Frequenzpunkten
innerhalb eines Frequenzbands gewiinscht ist, zeigt sich
das Greedy Verfahren als effizient.

In weiteren Untersuchungen wurde das Greedy Verfah-
ren auch auf Auflenraumprobleme angewandt. Auch hier
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konnte sich das Verfahren im Bezug auf die Rechenzeit
gegen den konventionellen Berechnungsansatz durchset-
zen. Weitere Untersuchungen werden sich verstarkt mit
der Anwendung auf Auflenraumprobleme sowie grofiska-
lige Problemstellungen beschéftigen.
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