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Einleitung
Die Genauigkeit der Boundary-Elemente-Methode (BEM)
hängt unter anderem von der Beschreibung der Geome-
trie ab. In der klassischen BEM wird das CAD-Modell
durch Elemente auf Basis von Lagrange-Polynomen
approximiert, wodurch sich geometrische Ungenauig-
keiten ergeben. Bei einer isogeometrischen Analyse
(IGA) können CAD-Geometrien direkt als Basis für die
numerischen Berechnungen verwendet werden. Dadurch
entfällt der Geometriefehler und der Vernetzungsprozess
wird beschleunigt. In Folge dessen können mögliche
Designänderungen des CAD-Modells direkt für das
Berechnungsmodell übernommen werden. Die der Geo-
metriebeschreibung zugrundeliegenden Nicht-Uniformen
Rationalen B-Splines (NURBS) ermöglichen die exakte
Darstellung der Geometrie und können bei der IGA
auch zur Approximation der Randwerte eingesetzt
werden. Die NURBS sind auf einer den Elementen
übergeordneten Struktur definiert, die als Patches
bezeichnet werden.

Für eine erleichterte Integration der IGA in bestehende
Programmstrukturen wird häufig die Bézier-Extraktion
genutzt, um elementweise identische Ansatzfunktionen
zu erzeugen. Im Gegensatz dazu können die Ansatzfunk-
tionen für den Patch-Ansatz elementweise unterschied-
lich verlaufen und über mehrere Elemente definiert sein.
Dadurch ergibt sich der Vorteil einer geringeren Anzahl
an Freiheitsgraden bei gleichzeitig höherer Stetigkeit der
Ansatzfunktionen. Außerdem werden durch den Patch-
Ansatz vielversprechende neue Verfeinerungsstrategien
ermöglicht.

Im vorliegenden Beitrag wird ein neu entwickelter Patch-
Ansatz vorgestellt und anhand von akustischen Anwen-
dungsbeispielen verifiziert.

Boundary-Elemente-Methode
Die Beschreibung akustischer Wellenausbreitungen im
Frequenzbereich unter der Annahme harmonischer An-
regungen liefert die Helmholtz-Gleichung

∇2p+ k2p = 0, (1)

wobei p den akustischen Druck und k = ω
c die Wellen-

zahl mit der Kreisfrequenz ω und der Schallgeschwindig-
keit c beschreibt. Um die Größen im Berechnungsgebiet
allein durch Randwerte ausdrücken zu können, wird für
die BEM die zugrundeliegende Differentialgleichung in
die Randintegralgleichung

c(x)p(x) =

∫
Γ

G(x,y)q(y)dΓ−
∫

Γ

p(y)
∂G(x,y)

∂ny
dΓ (2)

überführt [2]. Dabei ist c(x) = 1/2 der Randfaktor für
glatte Oberflächen, x ist der Empfängerpunkt, y der
Quellpunkt, ny der Normalenvektor, p der Schalldruck

und q = ∂p
∂n der akustische Fluss. Im dreidimensionalen

Fall ist die Fundamentallösung G gegeben durch

G(x,y) =
e−ik|x−y|

4π |x− y|
. (3)

Die Randintegralgleichung (2) löst akustische Probleme
im Frequenzbereich theoretisch exakt. Die auftretenden
Integrale müssen aber in der Regel numerisch bestimmt
werden. Deshalb ist es notwendig, eine Diskretisierung
der Oberfläche vorzunehmen. Hierfür werden sowohl die
Geometrie als auch die Randwerte mithilfe von n diskre-
ten Stützwerten Φj sowie deren zugehörigen Ansatzfunk-
tionen fpj (ξ) der Ordnung p approximiert

Φ(ξ) =

n∑
j=1

fpj (ξ)Φj . (4)

Die Wahl der Ansatzfunktionen für die Geometrie- und
Randwertbeschreibung kann dabei unabhängig voneinan-
der erfolgen.

Isogeometrische Analysen
Für isogeometrische Analysen bietet sich die Verwendung
von NURBS-Ansatzfunktionen an. Diese ermöglichen ei-
ne exakte Darstellung komplexer Geometrien und sind
zudem seit Jahren ein verbreiteter Standard zur Geo-
metriebeschreibung in gängigen CAD-Programmen. Die
NURBS setzen sich zusammen aus gewichteten B-
Splines. Diese sind rekursiv definiert

B0
i (ξ) =

{
1, wenn ξi ≤ ξ < ξi+1

0, sonst
(5)

Bp
i (ξ) =

ξ − ξi
ξi+p − ξi

Bp−1
i (ξ)− ξ − ξi+p+1

ξi+p+1 − ξi+1
Bp−1

i+1 (ξ) (6)

mit der Ordnung p und dem Index i = 1, .., n der Ba-
sisfunktionen, der Parameterkoordinate ξ sowie den Ein-
trägen ξi aus dem Knotenvektor Ξ. Die Knotenvektoren
enthalten die Element- und Patchgrenzen des Parameter-
raums [3]. Die bivariaten NURBS-Ansatzfunktionen er-
geben sich aus dem Tensorprodukt gewichteter B-Splines

Rp,q
i,j (ξ, η) =

Bp
i (ξ)Bq

j (η)wi,j∑n
k=1

∑m
l=1B

p
k(ξ)Bq

l (η)wk,l
(7)

mit den Gewichten w. Durch Multiplikation zweier ein-
dimensionaler NURBS-Ansatzfunktionen mit einem Netz
aus Kontrollpunkten können NURBS-Flächen dargestellt
werden.
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Patch-Ansatz
In Abbildung 1 ist ein beispielhafter Vergleich mit ein-
dimensionalen kubischen Basisfunktionen für den Patch-
Ansatz und für die durch die Bézier-Extraktion entste-
henden Bézier-Elemente mit den dazugehörigen Knoten-
vektoren dargestellt. Die Bézier-Extraktion wird durch
das Erhöhen der Multiplizitäten der inneren Knoten des
Knotenvektors auf die Ordnung p der Basisfunktionen
erreicht. Dadurch erhöht sich die Anzahl der Basisfunk-
tionen um die Anzahl der hinzugefügten Knoten und die
Stetigkeit an den Knoten nimmt dementsprechend ab.
Die Basisfunktionen des Patch-Ansatzes müssen ledig-
lich an den Patchgrenzen C0-stetig sein, um das Zusam-
menfügen mehrerer Patches zu ermöglichen. Um die ex-
akte Beschreibung der Geometrie bei Veränderung der
Knotenvektoren zu erhalten, müssen die Kontrollpunkte
der B-Splines angepasst werden [4].
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(a) Patch-Ansatz.

0 1 2 3 4

0

0.5

1

B
1

3

B
2

3
B

3

3

B
4

3

B
5

3
B

6

3

B
7

3

B
8

3
B

9

3

B
10

3

B
11

3
B

12

3

B
13

3

(b) Bézier-Elemente.

Abbildung 1: Vergleich kubischer Basisfunktionen für den
Patch-Ansatz und die Bézier-Elemente mit den dazugehörigen
Knotenvektoren Ξ.

Um die im Vergleich zu den B-Splines recheneffizienten
Bernstein-Polynome verwenden zu können, werden die
Bézier-Elemente häufig als voneinander unabhängige Ele-
mente betrachtet. Das bedeutet, dass die Basisfunktio-
nen aus Abbildung 1b an allen Knoten aufgeteilt werden.
Dies geschieht durch die Erhöhung aller Knotenmultipli-
zitäten auf p+1. Dadurch ergibt sich ein weiterer Anstieg
der Anzahl der Freiheitsgrade.

Durch den Patch-Ansatz und die damit einhergehenden
Ansatzfunktionen wird die Anwendung vielfältiger, neu-
er Verfeinerungsstrategien ermöglicht, wie zum Beispiel
für die h-Methode. Die h-Verfeinerung beschreibt eine
Elementunterteilung bei unveränderter Ordnung. Bézier-
Elemente werden durch das Einfügen zusätzlicher Knoten
mit der Multiplizität p bzw. p + 1 in den Knotenvektor
h-verfeinert, damit die elementweise identischen Ansatz-
funktionen erhalten bleiben. Für den Patch-Ansatz ist es
ausreichend, Knoten der Multiplizität eins einzufügen.
Dadurch erhöht sich die Anzahl der Freiheitsgrade pro
Verfeinerungsschritt für den Patch-Ansatz deutlich ge-
ringer als für die Bézier-Elemente.

Ein weiteres vielversprechendes Konzept für den
Patch-Ansatz ist die k-Verfeinerung. Dabei wird
zunächst die Ordnung der Ansatzfunktionen erhöht
(p-Verfeinerung) und anschließend wird das Netz h-
verfeinert. Die p-Verfeinerung wird für die IGA durch die
Erhöhung aller Knotenmultiplizitäten um eins erreicht.

Die k-Verfeinerung ermöglicht die Anreicherung des
Lösungsraums durch zusätzliche Ansatzfunktionen, ohne
dabei die Ordnung übermäßig zu erhöhen oder die Stetig-
keit herabzusetzen. Sie basiert auf der Unvertauschbar-
keit der Reihenfolge beim Hinzufügen zusätzlicher Kno-
ten in den Knotenvektor und beim Erhöhen der Ele-
mentordnung [3]. Dadurch werden bei der k-Verfeinerung
für den Patch-Ansatz weniger Freiheitsgrade zum System
hinzugefügt als bei der hp-Verfeinerung, bei der zunächst
eine Netzverfeinerung und anschließend eine Erhöhung
der Ordnung vorgenommen wird.

Für die Implementierung des Patch-Ansatzes werden
zwei unterschiedliche Varianten umgesetzt. Bei dem er-
sten Ansatz erfolgt die Integration für jeden Quellkolloka-
tionspunkt über die Elemente, auf denen die zugehörige
Ansatzfunktion definiert ist. Dafür ist eine Zuteilung der
Ansatzfunktionen zu den Elementen notwendig. Um dies
zu umgehen, wird bei dem zweiten Ansatz direkt auf
Patchbasis integriert. Dadurch stehen allerdings in der
Regel bei gleicher Integrationsordnung weniger Integra-
tionspunkte zur Verfügung als für die elementweise Inte-
gration.

Numerische Beispiele
Der entwickelte Patch-Ansatz für isogeometrische Analy-
sen wird im Folgenden anhand unterschiedlicher akusti-
scher Fragestellungen verifiziert. Als akustisches Medium
wird Luft mit einer Dichte von ρ = 1, 2 kg/m3 und einer
Schallgeschwindigkeit von c = 340 m/s betrachtet. Zur
Verifizierung der numerischen Berechnungen wird der in-
tegrale Fehler bzw. der Dirichlet-Fehler

eD =

√∫
Γ
|pnum − pref |2 dΓ√∫

Γ
|pref |2 dΓ

(8)

genutzt. Aufgrund des Integrals über die gesamte Ober-
fläche Γ besitzt dieser Fehler mehr Aussagekraft über die
Güte der Lösung als eine punktweise Fehlerbetrachtung.

Zunächst wird eine pulsierende Kugel [5] betrachtet,
deren analytische Lösung bekannt ist. Dabei wird ei-
ne konstante Schnelle auf der gesamten Kugeloberfläche
vorgegeben. Fehler entstehen bei der Berechnung folg-
lich sowohl durch die numerische Integration als auch
durch geometrische Ungenauigkeiten. Untersucht wer-
den zum einen eine NURBS-Kugel bestehend aus 6 h-
verfeinerten Patches mit insgesamt 24 Elementen ent-
sprechend dem Patch-Ansatz der IGA und zum anderen
zwei Kugeln mit 96 bzw. 1057 linearen Elementen auf
Basis von Lagrange-Polynomen. Der Radius aller Ku-
geln beträgt r = 1 m. Die Randwertbeschreibung er-
folgt für das NURBS-Netz durch quadratische NURBS-
Ansatzfunktionen und für die Lagrange-Netze durch qua-
dratische Lagrange-Polynome. Als Kollokationspunkte
der NURBS werden Zwei-Ring-Punkte [6] verwendet und
für die Lagrange-Geometrien werden die Kollokations-
punkte an den Nullstellen der Legendre-Polynome plat-
ziert. Die Integration erfolgt auf Patchbasis mit der
Gauss-Quadratur und der Polarkoordinatentransforma-
tion. In Abbildung 2 ist der Dirichlet-Fehler über die In-
tegrationsordnung für die betrachteten Netze dargestellt.
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Aus dem Diagramm geht hervor, dass sich die numerische
Lösung für das NURBS-Netz mit steigender Integrations-
ordnung stark verbessert, während die Integration für die
Lagrange-Netze nur einen vergleichsweise geringen Ein-
fluss auf den Fehler hat. Das lässt darauf schließen, dass
das Ergebnis für die Lagrange-Netze durch den geome-
trischen Fehler dominiert wird. Das kann durch die Dar-
stellung der punktweisen Fehler der untersuchten Netze
für die Integrationsordnung 20 in Abbildung 3 bestätigt
werden. Dort ist zu erkennen, dass der Fehler für die
Lagrange-Netze in den Bereichen am größten ist, in denen
die geometrische Abweichung von der Kugel am größten
ist. Durch die Diskretisierung mit einer erhöhten Anzahl
an Lagrange-Elementen kann der Geometriefehler zwar
verringert werden, allerdings erhöht sich dadurch auch
die Rechenzeit. Durch die geometrische Exaktheit der
IGA kann trotz deutlich weniger Freiheitsgrade ein er-
heblich genaueres Ergebnis erreicht werden als für die
betrachteten Lagrange-Netze.
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Abbildung 2: Dirichlet-Fehler über die Integrationsordnung
für die pulsierende Kugel mit NURBS- und Lagrange-Netzen.

(a) Lagrange 96 Elemente. (b) Lagrange 1057 Elemente.

(c) NURBS 6 Patches.

Abbildung 3: Punktweiser Fehler für die pulsierende Kugel
mit unterschiedlichen Netzen für die Integrationsordnung 20.

Als zweites Beispiel wird eine NURBS-Kugel mit Ra-
dius r = 1 m für eine Anregung durch eine im Mittel-
punkt der Kugel platzierte Monopolquelle untersucht.
Das Ausgangsnetz bestehend aus 6 Patches und 6 Ele-
menten wird dabei schrittweise h-verfeinert. Die Ordnung
der NURBS-Ansatzfunktionen beträgt p = 2. Es kom-
men drei unterschiedliche Verfeinerungsmethoden zur
Unterteilung der Elemente zum Einsatz, die im Folgen-
den kurz beschrieben werden. Bisher wurden die Ele-
mente komplett unabhängig voneinander betrachtet, so-
dass bei einem Schritt der h-Verfeinerung sowohl die
Anzahl der Patches als auch die Anzahl der Elemen-
te vervierfacht wurden. Diese Methode wird im Folgen-
den als ”hBezier”bezeichnet. Durch den Patch-Ansatz
ist es nun möglich, bei der h-Verfeinerung lediglich die
Anzahl der Elemente zu erhöhen, ohne dabei die An-
zahl der Patches zu verändern. Dies geschieht durch das
Hinzufügen zusätzlicher Knoten in den Knotenvektor,
wobei die Multiplizität der hinzugefügten Knoten vari-
ieren kann. Werden Knoten mit der Multiplizität der
Ordnung p hinzugefügt, wird von einer ”hBezierExtrak-
tion”gesprochen. In dem Fall liegen elementweise iden-
tische Ansatzfunktionen nach Abbildung 1b vor. Die
h-Verfeinerung durch Einfügen von Knoten der Multi-
plizität eins wird ”hPatch”genannt. Durch die hPatch-
Methode ist eine Netzverfeinerung mit deutlich geringem
Anstieg der Freiheitsgrade als für die anderen beiden vor-
gestellten Methoden möglich. Eine ausführlichere Diskus-
sion der Thematik befindet sich in [1].

Abbildung 4 zeigt den Dirichlet-Fehler für die unter-
schiedlich h-verfeinerte Kugel mit der Monopolquelle im
Mittelpunkt. Dabei wird eine Anregungsfrequenz von
f = 100 Hz untersucht und die Integration wird auf
Elementbasis mit der Gauss-Quadratur der Ordnung 10
durchgeführt. Als Kollokationspunkte werden die Zwei-
Ring-Punkte verwendet. Aus dem Diagramm geht her-
vor, dass für den betrachteten Fall die beste Fehler-
konvergenz mit der hPatch-Verfeinerung erreicht werden
kann, während sich für die hBezier-Methode die schlech-
teste Fehlerkonvergenz zeigt. Das liegt vermutlich in er-
ster Linie an der deutlich geringeren Anzahl an zum
System hinzugefügten Freiheitsgraden bei der hPatch-
Verfeinerung. Ebenfalls in Abbildung 4 dargestellt ist der
Effekt der Bezier-Extraktion. Diese führt im betrachte-
ten Fall zu einer leichten Verringerung des Fehlers. Dabei
steigt durch das Anheben der Knotenmultiplizitäten al-
lerdings auch die Anzahl der Freiheitsgrade an.

Als letztes wird die k-Methode mit der hp-Verfeinerung
verglichen. Dazu wird eine NURBS-Kugel mit einem
Radius von r = 1 m für eine Anregung durch eine
um −0, 2 m in alle Raumrichtungen verschobene Mo-
nopolquelle betrachtet. Die Anregungsfrequenz beträgt
f = 100 Hz und die Integration wird auf Patchbasis mit
der Gauss-Quadratur sowie der Polarkoordinatentrans-
formation der Ordnung 10 durchgeführt. Als Kollokati-
onspunkte werden die Zwei-Ring-Punkte verwendet. In
Abbildung 5 ist der Dirichlet-Fehler über die Anzahl
der Freiheitsgrade aufgetragen. Das unverfeinerte Netz
wird als p0 bezeichnet und p1 bezieht sich auf das ein-
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Abbildung 4: Dirichlet-Fehler über die Anzahl der Freiheits-
grade für eine unterschiedlich h-verfeinerte Kugel mit Anre-
gung durch eine Monopolquelle im Mittelpunkt.

mal p-verfeinerte Ausgangsnetz. Die im Rahmen der Un-
tersuchungen durchgeführten h-Verfeinerungen entspre-
chen der vorgestellten hPatch-Methode. Aus dem Dia-
gramm geht hervor, dass für die k-Verfeinerung eine bes-
sere Fehlerkonvergenz erreicht werden kann als für die hp-
Verfeinerung. Da bei beiden Verfahren im ersten Schritt
sowohl die Ordnung erhöht wird als auch eine Element-
unterteilung stattfindet, ist der Fehler in einer vergleich-
baren Größenordnung. Aufgrund der weniger zum Sy-
stem hinzugefügten Freiheitsgrade ist die Kurve für die k-
Verfeinerung allerdings steiler. Es wird lediglich eine Ge-
genüberstellung des jeweils ersten Verfeinerungsschrittes
gezeigt, da bei der k-Verfeinerung im Gegensatz zur hp-
Verfeinerung nur im ersten Schritt die Ordnung erhöht
wird. Die weiteren Schritte der k-Verfeinerung entspre-
chen einer hPatch-Verfeinerung, während für die hp-
Methode in jedem Schritt sowohl eine Netzverfeinerung
durchgeführt wird als auch die Ordnung erhöht wird.
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Abbildung 5: Dirichlet-Fehler über die Anzahl der Freiheits-
grade für eine k- bzw. hp-verfeinerte Kugel mit Anregung
durch eine verschobene Monopolquelle.

Zusammenfassung
In diesem Beitrag wurde ein neu entwickelter Patch-
Ansatz für isogeometrische Analysen vorgestellt. Die-
ser bietet gegenüber den Bézier-Elementen den Vorteil
einer geringeren Anzahl an Freiheitsgraden bei gleich-
zeitig höherer Stetigkeit der Ansatzfunktionen. Dabei
wird eine exakte Beschreibung der Geometrie durch die
Verknüpfung von CAD- und Berechnungsmodell sicher-
gestellt. Außerdem ermöglicht der Patch-Ansatz viel-
versprechende Verfeinerungskonzepte, wie die hPatch-
Verfeinerung sowie die k-Verfeinerung. Für beide Metho-
den konnte eine effiziente Verringerung des Fehlers ge-
zeigt werden.

Die vorgestellte Formulierung zeigt großes Potential,
sollte aber für weitere Testfälle verifiziert werden. Für
zukünftige Untersuchungen sind unter anderem die Be-
rechnung auf getrimmten NURBS-Geometrien sowie die
Verbindung der IGA mit schnellen Methoden, wie der
Fast-Multipole-Methode, von Interesse.
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