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Einleitung

Es werden numerische Ergebnisse présentiert, die im
Rahmen eines Projekts zur Entwicklung von Kiihlern fiir
elektronische Bauelemente erzielt wurden. Die Kiihlung
soll dabei durch eine gerichtete Luftstromung erfolgen,
welche durch resonante Anregung mit Ultraschall grofier
Amplitude durch ein Array aus Helmholtzresonatoren er-
zeugt wird [1]. Die Hohlrdume der Resonatoren befin-
den sich dabei in einem Metallkorper mit einer ebenen
Oberfldche. Fiir einen einzelnen Resonator mit einer ent-
sprechenden Ebene (Abbildung 1) wurde das hierbei ent-
stehende zeitabhéingige Stromungsfeld in der Entwick-
lungsumgebung ,,COMSOL Multiphysics“ [2, 3] unter
Verwendung der Finite-Elemente-Methode (FEM) durch
die Navier-Stokes-Gleichungen modelliert. Als Anfangs-
bedingung wurde hierbei die zeitharmonische Losung aus
der linearen Wellenakustik zu einem geeigneten Zeit-
punkt genommen. In einer fritheren Projektphase wurde
diese fluiddynamische Implementierung durch den Ver-
gleich der fiir kleine Amplitude erhaltenen Navier-Stokes-
Losungen mit den entsprechenden Losungen der linearen
Wellenakustik verifiziert [4]. Bei groflerer Amplitude der
anregenden Schallwelle macht sich die Nichtlinearitit der
Navier-Stokes-Gleichungen in den Losungen stérker be-
merkbar. Hier nun werden solche durch gréflere Ampli-
tude entstehende Stréomungen untersucht.

Abbildung 1: Dreidimensionales Modell eines Resonators
mit Ebene in Hohe des oberen Halsabschlusses und FEM-
Netz. Aus Symmetriegriinden geniigte die Implementierung
der halben Konfiguration.

Mathematische Grundlagen

Zur Berechnung der Resonanzfrequenz eines Resonators
wurde eine Kreisscheibe iiber dem Resonatorhals be-
trachtet (Abbildung 2). Uber diese Kreisscheibe und eine
Schwingungsperiode wurde das Quadrat der durch Losen
der Helmholtz-Gleichung erhaltenen Normalschnelle ge-
mittelt (hierbei ist das zeitliche Mittel einfach das halbe
Betragsquadrat der komplezen Normalschnelle). Als Re-
sonanzfrequenz wurde die Frequenz genommen, fiir die

dieses Mittel maximal war.

Abbildung 2: Kreisscheibe (rot), iiber die gemittelt wird.

Abbildung 2 zeigt einen Resonator im freien Raum, beim
Hinzunehmen einer Ebene wie in Abbildung 1 &ndert sich
die Resonanzfrequenz etwas.

Als anregende Welle wurde eine ebene Welle mit einer
Frequenz nahe der Resonanzfrequenz des Resonators ge-
nommen. Aus Symmetriegriinden geniigt es bei dreidi-
mensionalen Berechnungen, nur die Hilfte der Konfigu-
ration aus Resonator und Ebene zu betrachten, wobei der
Schnitt in Richtung der einfallenden Welle erfolgt. Nach
anfinglichen dreidimensionalen Berechnungen wurde der
Schwerpunkt auf eine von oben einfallende ebene Welle
und zweidimensionale axialsymmetrische Berechnungen
gelegt, um eine hinreichende Genauigkeit der Ergebnisse
zu erhalten.

Die Navier-Stokes-Gleichungen lauten
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Par +p(Du)u+gradp = p Au + ggraddivu; (1)

hierbei ist Du die Jacobi-Matrix von w (beziiglich des
riumlichen Koordinatenvektors x).

u = u(x,t) ist die Stromungsgeschwindigkeit der Luft,
p = p(x,t) ihre Dichte, p = p(x,t) der Luftdruck und
p die dynamische Viskositdt der Luft. Bei 20° Celsius
ist p ~ 1.814 e-5 Pas. Hinsichtlich der Volumenviskositét
nehmen wir durchwegs an, dass diese verschwindet.

Die Navier-Stokes-Gleichungen werden zusammen mit
der Kontinuitétsgleichung
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und der adiabatischen Zustandsgleichung

vy
p
P = Pre 3
f(ﬂref) ( )

gelost.

1015



DAGA 2020 Hannover

Hierbei ist v & 1.4 der Adiabatenexponent (das Verhilt-
nis der spezifischen Warmen) von Luft und pye; und pyes
sind Referenzwerte fiir Druck und Dichte, z.B. der Druck
und die Dichte bei nicht stromender Luft (pr.s ~ 1atm
und pref ~ 1.2043 kg/m? ).

Bei der anfianglich erfolgten Ergebnisvalidierung fiir klei-
ne Stromungsgeschwindigkeiten wurde neben den Navier-
Stokes-Gleichungen auch noch die Bernoulli-Gleichung
fiir das Geschwindigkeitspotenzial ¢,

0 1 re 7
9 1 L lgradgf + 2 f( p) )
2 Y=1 p \pres

ot

a eine Konstante, betrachtet und zusammen mit der
Kontinuitétsgleichung gelost [4]. Hier ergibt sich die
Stromungsgeschwindigkeit als Gradient: u = grad ¢. Die
so gewonnene Geschwindigkeit u ist zusammen mit der
Dichte p und dem aus Gleichung (3) erhaltenen Druck p
eine Losung der Gleichungen (1) mit x4 = 0 und (2). Die
so erhaltene Losung ist physikalisch aber instabil, da in
der Realitét in einem Medium mit geringer Viskositét so-
fort Wirbel entstehen, was durch ein Gradientenfeld (hier
grad ¢) nicht nachgebildet werden kann, weil dessen Ro-
tation verschwindet (rot grad ¢ = 0). Diese Wirbel tre-
ten auch bei der numerischen Losung der Navier-Stokes-
Gleichungen auf (Abbildung 3). Daher weicht (selbst im
Falle verschwindender Viskositdt p = 0) bei grofieren
Amplituden die numerische Navier-Stokes-Losung deut-
lich von der Bernoulli-Lésung ab. Zur Instabilitdt wirbel-
freier Strémungen siehe etwa [5].
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Abbildung 3: Stromungsfeld mit Wirbeln, dreidimensional
berechnet. Die Anregung erfolgt durch eine von oben einfal-
lende ebene Welle mit der Amplitude 30 Pa und der Frequenz
4700 Hz nahe der Resonanzfrequenz. Die Ebene befindet sich
hier in Hohe des unteren Halsabschlusses.

Als Randbedingungen fiir die Navier-Stokes-Gleichungen
wurden die Randbedingungen ,,No slip* und ,,Slip“ ver-
wendet. ,,No slip“ bedeutet, dass die Luft am entspre-
chenden Teil des Randes den Rand nicht nur nicht durch-
dringen, sondern auch nicht am Rand entlang gleiten
kann: u = 0.

»olip“ ist die sogenannte Naviersche Randbedingung: Mit
einer Einheitsnormalen n des Randes gilt u - n = 0 und
Sn — (Sn-n)n =0 mit

§ = u(Du+ (Dw)") - ;u (dive)[;  (5)

hierbei bezeichnet I die 3x3-Einheitsmatrix. S ist der
viskose Spannungstensor.

Fiir g = 0 entspricht ,,Slip“ der Randbedingung fiir eine
schallharte Wand in der Wellenakustik.

Fir die Anfangsbedingungen fiir die Navier-Stokes-
Gleichungen wurden Werte der durch Losen der
Helmholtz-Gleichung unter Annahme schallharter Wan-
de erhaltenen zeitharmonischen Losung verwendet:

u(e.0) = Re( 27 L= gradp(o) ). 6
p(z,0) = Re (e%m pt($)>, (6)

Hier ist w die Kreisfrequenz der anregenden Welle, pg
die Ruhedichte der Luft und p; der durch Loésen der
Helmholtz-Gleichung gewonnene komplexe Schalldruck.
i/(wpo) grad p; ist die komplexe Schallschnelle. Der Ex-
ponentialfaktor kann passend gewéhlt werden, z.B. so,
dass gerade ein Einstromvorgang stattfindet.

Die fluiddynamischen FEM-Berechnungen wurden mit
linearen bzw. quadratischen Ansatzfunktionen durch-
gefiihrt. Fiir die zeitliche Diskretisierung wurden die
BDF-Verfahren (backward differentiation formulas) bis
zur Ordnung 2 verwendet; bei der Benutzung von BDF-
Verfahren hoher Ordnung wird der Druck nicht stabil
berechnet. Beim Losen der Navier-Stokes-Gleichungen
wurde die Stabilisierungsmethode ,streamline diffusion*
verwendet. Die zweidimensionalen Berechnungen wurden
mit linearen Ansatzfunktionen durchgefithrt. Um fiir die
zweidimensionalen Berechnungen ein hinreichend feines
FEM-Netz zu haben wurde eine Elementgrofie genom-
men, fiir welche die Geschwindigkeit w auch ohne Stabi-
lisierung gut berechnet wurde. Allerdings war dabei der
berechnete Druck immer noch nicht hinreichend ,,glatt“.
Ein Vergleich der so erhaltenen Ergebnisse mit den ana-
logen Resultaten, die mit , streamline diffusion“ erhalten
wurden, zeigte, dass diese Stabilisierung letzten Endes
nur noch eine Glittung des Drucks bewirkte, ohne die
Ergebnisse zu verfilschen.

Prasentation von Ergebnissen

Um die durch die anregende Welle hervorgerufene Luft-
stromung in Resonatornéhe iiber einen gewissen Zeit-
raum hinweg zu berechnen, muss in der COMSOL-
Implementierung die einfallende Welle bereits in der An-
fangsbedingung (6) in einem so grofilen raumlichen Be-
reich vorliegen, dass zum Endzeitpunkt der Berechnung
die Welle im Bereich des Resonators iiberhaupt noch
einféillt. Um den mit Finiten Elementen zu vernetzenden
Raumbereich nicht zu grofl werden zu lassen, wurde beim
Rechnen iiber lingere Zeitraume die einfallende Welle in
einem Kundtschen Rohr gespeichert statt z.B. in einem
Kugelsegment iiber der zum Resonator gehérenden Ebe-
ne (Abbildung 4).

An dieser Stelle sei angemerkt, dass diese Konfiguration
noch dahingehend erweitert wurde, dass zwei Mikrofo-
ne auf unterschiedlichen Hohen des Kundtschen Rohrs
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simuliert wurden und aus den mittels Navier-Stokes be-
rechneten Werten des Drucks an den Mikrofonorten der
komplexe Reflexionsfaktor (und damit der Absorptions-
grad) fiir den Resonator, der hier quasi als ,Probe* am
Abschluss des Rohrs fungierte, nach den bekannten For-
meln des Zwei-Mikrofon-Verfahrens ermittelt wurde.

freq(1)=36800 Hz Surface: Background pressure field (Pa)
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Abbildung 4: Resonator am Ende eines Kundtschen Roh-
res. Im Rohr sind acht Wellenldngen der einfallenden Welle
gespeichert.

Hinsichtlich der folgenden Ergebnisse wurde ein Kundt-
sches Rohr mit dem Durchmesser von 3.999 mm und der
Lénge von 8 cm betrachtet, an dessen einem Ende die
Konfiguration aus Resonator und einer Ebene an dessen
oberem Halsabschluss mittig befestigt ist. Die Anregung
erfolgte durch eine durch das Rohr auf den Resonator zu
laufende ebene Welle mit der Amplitude 50 Pa und der
Frequenz 36.8 kHz nahe der Resonanzfrequenz. Damit
fallt die anregende Welle auch nach acht Schwingungs-
perioden noch beim Resonator ein. Die Stromung in der
axialsymmetrischen Konfiguration wurde zweidimensio-
nal berechnet. Als Randbedingung fiir den Zylinderman-
tel des Kundtschen Rohrs wurde die Bedingung ,,Slip“
verwendet, um Reibungsverluste gering zu halten.

Der Resonator selbst hat einen zylindrischen Hohlraum
mit einem Radius von 0.3 mm und einer Héhe von
1.5 mm. Der ebenfalls zylinderformige Hals sitzt mit-
tig auf dem Hohlraum und besitzt den Radius 0.15 mm
und die Hohe 0.075 mm. Am Rand des Resonators so-
wie auf der abschlielenden Ebene wurde die Randbedin-
gung ,,No slip“ vorgeschrieben. Der Realteil des Ortsan-
teils des komplexen Schalldrucks der einfallenden ebenen
Welle, fiir welche die Helmholtz-Gleichung gelost wur-
de, nimmt auf halber Hohe des zylindrischen Hohlraums
des Resonators das Maximum 50 Pa an. In (6) wurde
a = 0.85 gewihlt, damit ergaben die Anfangsbedingun-
gen die Werte fiir einen Zeitpunkt nahezu maximaler FEin-
stromgeschwindigkeit.

Es werden nun Ergebnisse zum Massenfluss durch
Fléchen in der beschriebenen Konfiguration vorgestellt.
Abbildung 5 zeigt einen Teil des zweidimensionalen Mo-
dells mit einer zum oberen Halsabschluss parallelen ima-
gindren Kreisscheibe vom Radius des Halsradiusses 0.15
mm, welche sich 1.8 mm mittig iiber dem oberen Halsab-
schluss befindet. Abbildung 6 zeigt fiir acht Perioden der
einfallenden Welle den zeitlichen Verlauf des mittleren
Massenflusses durch diese Scheibe, wobei positive Werte
einem Fluss vom Resonator weg entsprechen. Es ergeben
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sich ebenfalls acht Schwingungen fiir den Massenfluss.

Es ist deutlich zu erkennen, dass nach einer Weile
die Phasen positiven Massenflusses die Phasen negati-
ven Flusses dominieren und somit der auch zeitlich ge-
mittelte Massenfluss from Resonator weg gerichtet ist
(man beachte hierbei, dass die Anfangsbedingung selbst
noch nicht durch die Navier-Stokes-Gleichungen, sondern
durch Losen der Helmholtz-Gleichung erhalten wurde).
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Abbildung 5: Eine der Kreisscheiben (rot; im zweidimensio-
nalen Schnitt), iiber die der Massenfluss gemittelt wurde.
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Abbildung 6: Zeitlicher Verlauf des mittleren Massenflusses
durch die Kreisscheibe von Abbildung 5.

Abbildung 7 zeigt den Verlauf des Massenflusses durch
eine noch um 0.6 mm hoher gelegene Kreisscheibe.
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Abbildung 7: Zeitlicher Verlauf des mittleren Massenflusses
fiir eine gegeniiber Abbildung 5 hoher gelegene Kreisscheibe.
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Hier befindet sich die Kreisscheibe 2.4 mm iiber dem obe-
ren Abschluss des Resonatorhalses. Auch hier sind die
Maxima des Flusses schliellich grofier als die Betrige der
Minima.

Wir betrachten nun noch den speziellen Fall des Massen-
flusses durch die Kreisscheibe, welche den oberen Hals-
abschluss bildet. Da die im Resonator enthaltene Masse
der Luft im Laufe der Zeit nicht unendlich grof§ wird,
muss sich zwischen den Massen der ein- und der aus-
stromenden Luft ein Gleichgewicht einstellen. Dass dieser
Sachverhalt durch die vorgenommene Berechnung auch
tatsdchlich wiedergegeben wird, zeigt Abbildung 8.
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Abbildung 8: Zeitlicher Verlauf des mittleren Massenflusses
durch den oberen Abschluss des Resonatorhalses.

Zusammenfassung

Unter Verwendung der Software ,,COMSOL Multiphy-
sics* wurde auf Basis der Navier-Stokes-Gleichungen ein
Verfahren zur Berechnung von Luftstromungen an Helm-
holtzresonatoren bei zeitharmonischer Anregung ent-
wickelt. Fiir die zweidimensionalen Berechnungen fiir den
axialsymmetrischen Fall wurden die Parameter fiir das
numerische Verfahren (FEM fiir die rdumliche und BDF
fiir die zeitliche Diskretisierung) so gewihlt, dass die
Stromungen mit grofler Genauigkeit berechnet werden
konnen. Es wurde damit begonnen, die Luftstromungen
hinsichtlich des resultierenden Massenflusses zu untersu-
chen. Gewiinscht ist eine Resonatorform, welche (durch
Anregung bei der Resonanzfrequenz) einen mdoglichst
starken vom Resonator weg gerichteten Luftstrom be-
wirkt.

Forderung

Die vorliegende Arbeit entstand in Zusammenhang mit
dem Projekt ,,Schallinduzierte Kiihlung mit Ultrasonic-
Resonatoren®, welches seit Mai 2018 von der Beuth
Hochschule fiir Technik Berlin und der Firma ,Fischer
Elektronik GmbH & Co. KG* aus Liidenscheid durch-
gefithrt wird. Das Projekt wird vom Bundesministeri-
um fiir Wirtschaft und Energie im Rahmen des Pro-
gramms ,,Zentrales Innovationsprogramm Mittelstand*
(ZIM) gefordert.
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