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Einleitung

Im Kontext neuer Flugzeugkonzepte werden alternative
Positionen der Triebwerke, etwa eingebettet in den Rumpf,
diskutiert. Ein in Hinsicht auf die aerodynamische Effi-
zienz vielversprechendes Konzept sieht das Einsaugen
der Rumpfgrenzschicht (Boundary Layer Ingestion - BLI)
durch das Triebwerk vor, wodurch es zu einer iiber den
Triebwerksquerschnitt ungleichméfiigen Stromung kommt
(Abb. 1).

Abbildung 1: TULAM-Flugzeugkonfiguration mit in den
Rumpf eingebetteten Triebwerken, dargestellt ist der Total-
druck. DLR, Institut fiir Aerodynamik und Stromungstechnik,
Abteilung Transportflugzeuge.

Die Schallausbreitung in Stromungskanélen mit radialen
Stromungsprofilen kann mit der Pridmore-Brown Glei-
chung beschrieben werden und ist Gegenstand zahlreicher
Studien. Neben einigen analytischen N#herungsverfahren
[1, 2] werden numerische Eigenwertloser [3] eingesetzt.
Die radialen Stromungsgradienten fithren zu einer Bre-
chung der Schallmoden in Abhéngigkeit von Frequenz,
Modenordnung, Ausbreitungstrichtung, Machzahl und
Stromungsprofil.

Die Schallausbreitung in Stromungskanélen mit Umfangs-
inhomogenitéten ist fiir moderne Flugzeugkonzepte von
Interesse. Hierbei existieren zwei unterschiedliche An-
schauungen. In numerischen Studien wird die Schallaus-
breitung von durch die Rotor-Stator-Interaktion angereg-
ten Schallmoden, wie sie in einer gleichméfigen Strémung
vorkommen (Plug-Flow Moden), in der ungleichméifigen
Stromung untersucht [4, 5, 6]. Die Ergebnisse zeigen, dass
die Modenamplituden der Plug-Flow Moden abhéngig
sind von der axialen Koordinate und Schallenergie in
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benachbarte Umfangsordnungen verteilt wird. In numeri-
schen Studien kann das Schallfeld an jeder axialen Positi-
on in der Plug-Flow Modenbasis dargestellt werden. In
experimentellen Messungen mit wandbiindigen Mikrofon-
Ringarrays wird das Schalldruckfeld hingegen nur an ein-
zelnen, in manchen Fillen nur an einer, axialen Posi-
tion gemessen. Die Umverteilung der Schallenergie hat
einen signifikanten Einfluss auf die Richtcharakteristik
im Fernfeld [5]. Um die Modenspektren auch auBerhalb
der Messposition darzustellen, miissten die Verldufe der
Modenamplituden bestimmt werden, dies ist numerisch
moglich, wobei der Verlauf der Amplituden in diinnen
Ringkanilen mit Bessel-Funktionen beschrieben werden
kann [6].

In der Arbeit von Sofrin und Cicon wird eine alternative
Modenbasis eingefiithrt, deren Moden aus einer Super-
position der Plug-Flow Moden bestehen und in axialer
Richtung, bis auf eine Phasenverschiebung, konstant sind.
Werden diese Moden an verschiedenen axialen Positionen
in die Plug-Flow Basis iiberfiihrt, zeigen die Modenam-
plituden dhnliche Verldufe wie in numerischen Studien
[4, 6]. Zwischen den einzelnen Moden tritt beim Modell
von Sofrin und Cicon keine Streunung der Schallenergie
auf. Die Modenformen werden durch die ungleichméfige
Stromung gebrochen, bleiben jedoch weiterhin als einzelne
Moden mit einer Wellenzahl bestehen. Die Modenformen
werden mit einem iterativen Verfahren bestimmt und bil-
den, zusammen mit den axialen Wellenzahlen, eine Basis
aus Eigenlosungen des Systems [7].

In dieser Arbeit wird eine analytische Modenbasis ver-
wendet, die von der Anschauung einer globalen Basis
aus Figenlosungen ausgeht. Das Modell basiert auf der
Stérungsrechnung nach Lindstedt & Poincaré [8] und
konnte fiir kleine Machzahlen als Ndherungslosung vali-
diert werden [9]. Zunichst wird das grundlegende Konzept
des Modenmodells beschrieben. Anschlieflend wird eine
Modenbasis fiir eine in radialer und Umfangsrichtung un-
gleichméflige Stromung bestimmt und auf die praktische
Anwendbarkeit bei Schallfeldmessungen mit Mikrofonrin-
gen untersucht.

Bestimmung der Schallmoden mittels

Storungsrechnung

Die Storungsrechnung ist etwa bei der Analyse von nicht-
linearen Differentialgleichungen (DGLen) ein etablier-
tes mathematisches Niherungsverfahren [8]. Das Ver-
fahren wird bei DGLen verwendet, die einer geschlos-
sen losbaren DGL &hneln. Hier wird eine DGL ver-
wendet, die der bekannten Wellengleichung unter ebe-
nen Stromungsbedingungen dhnelt. Betrachtet wird ei-
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ne Stromung in der Viskositdt und Volumenkrifte ver-
nachléssigbar sind. Massenquellen und -senken werden
ausgeschlossen. Die Machzahl sei klein mit kleinen Gra-
dienten in radialer und Umfangsrichtung, M = M, (r,0).
Ausgehend von der Massen- und Impulsbilanz wird fol-
gende partielle DGL bestimmt [9]:
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Akustische Groflen sind mit einem Apostroph gekennzeich-
net. p bezeichnet die statische Dichte, ¢ die Schallgeschwin-
digkeit und x,r, 8 die verwendeten Zylinderkoordinaten.
Auf der linken Seite von Gl. (1 ) steht der Wellenoperator
in einem bewegten Fluid, mit 5 der substantiellen Zeita-
bleitung und A dem Laplace Operator Die Lésung der
Wellengleichung ist fiir eine gleichméfBige Kolbenstromung
mit den Plug-Flow Moden geschlossen moéglich. Wird nur
eine radial ungleichméflige Stromung betrachtet, fithrt
obige Gleichung auf die Pridmore-Brown Gleichung [2].
Da hier die Stromung sowohl in radialer als auch in Um-
fangsrichtung ungleichméfig ist, kann die Gleichung nicht
beziiglich aller Variablen separiert werden, sondern ledig-
lich fiir die axiale Koordinate x und die Zeit ¢:
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Hier bezeichnet AX ~ die Modenamplitude, Fif, die Mo-
denformfunktion und kx  die axiale Wellenzahl einer
Mode mit azimutaler Ordnung m und radialer Ordnung
n in stromab (+) bzw. stromauf (—) laufender Richtung.
w ist die Kreisfrequenz. Fiir die Schnellekomponenten
werden analoge Ansétze gewéhlt. Eingesetzt in Gl. (1)
ergibt sich die konvektive Helmholtz-Gleichung:
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mit A, dem zweidimensionalen Laplace Operator in
der r — 6 Ebene und k der Wellenzahl im Freifeld. Fiir
die Storungsrechnung werden die Machzahl, die Mo-
denformfunktion und die axiale Wellenzahlen mit dem
Storparameter € < 1 in Potenzreihen entwickelt:
M, (r,0) = $0+5Mw1(r 0)+---,
2+ (r,0) = (r9)+sF$ L 0) + -
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wobei hier nur die nullte und erste Potenz von ¢
beriicksichtigt werden. Die Ansétze in (4) bis (6) wer-
den in Gl (3) eingesetzt. Sortieren nach den Potenzen
von ¢ ergibt fiir die nullte Ordnung die bekannte homogene
konvektive Helmholtz-Gleichung fiir eine Kolbenstrémung.
Mit der Randbedingung schallharter Wénde ergeben sich
in allen Variablen separierbare modale Losungen, die als
Plug-Flow Moden bezeichnet werden und in [10] beschrie-
ben sind.

Um die Gleichung erster Ordnung zu lésen, wird M, ; in
Umfangsharmonische zerlegt:
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1 wird hier als Brechungsordnung bezeichnet. Analog wird
die erste Ordnung der Eigenfunktion F beziiglich der
Brechungsordnungen zerlegt:
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Fiir jede Brechungsordnung p wird nun eine inhomogene
partielle DGL aufgestellt, die jeweils mit dem Verfahren
der Variation der Konstanten gelost werden kann.

Die Gesamtlésung wird in erster Ndherung durch die Plug-
Flow Moden beschrieben. In zweiter Ndherung sind auch
Anteile von anderen Umfangsharmonischen in der Losung
enthalten.

Schallmoden bei Grenzschichteinsaugung
(BLI) in Berlin

Am Deutschen Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt (DLR)
wird ein Priifstand aufgebaut, mit dem Einlaufstérungen
und daraus resultierende akustische Effekte gezielt unter-
sucht werden konnen. Der Messkanal ist fiir eine mittlere
Machzahl bis M, o = 0,165 ausgelegt, bei einem Auflen-
radius von etwa R = 0,23 m. Diese Werte werden auch
in dieser Studie verwendet. Um die grundlegenden Bre-
chungseffekte einer ungleichméfligen Strémung zu erfassen
wird das Strémungsprofil

My = My o(1+e rcosd) (9)

betrachtet. Mit einer Stérung von 10% (e = 0,1) ist das
Stromungsprofil in Abbildung 2 dargestellt. In kartesi-
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Abbildung 2: Strémungsprofil mit BLI

schen Koordinaten steigt die Stromung linear in vertikaler
Richtung. In den fiir das Modenmodell verwendeten Zy-
linderkoordinaten ergibt sich eine Abhéngigkeit von r und
0.

In dieser Arbeit wird ein Ringarray aus 61 dquidistant an-
geordneten Mikrofonen betrachtet. Da das Mikrofonarray
stromauf der Schallquelle, der Rotor-Stator-Stufe liegt,
werden nur stromauf laufende Moden betrachtet. Zudem
ist die Analyse auf die nullte radiale Modenordnung n = 0
beschréinkt, da mit nur einem Ringarray eine Trennung
der axialen Wellenzahlen nicht moglich ist.

In Abbildung 3 ist die stromauf laufende Mode (1,0) bei
einer Helmholtz-Zahl von kR = 10 dargestellt. Die Um-



Abbildung 3: BLI Mode (1,0) bei 10% Stérung der
Stromung, Helmholtz-Zahl kR = 10.
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Abbildung 4: BLI Mode (1,0) bei 10% Stérung der
Strémung, Schalldruck an der Auflenwand, Helmholtz-Zahl
kR = 10.

fangsordnung m = 1 ist eindeutig zu erkennen, jedoch
wird die Schallenergie durch den Gradienten der Strémung
nach oben hin gebrochen.

Die Grundgleichung der Azimutalmodenanalyse (AMA)
fiir eine ebene Kolbenstréomung lautet [10]:

p:W’aa

’LU(m7 n|x, T, 9) = F:,En(’l’)ej(meJrkinzf‘”t) ,

mit p dem komplexen Schalldruckvektor der Mikrofonsi-
gnale, a dem Vektor der Modenamplituden und W der
Modellmatrix. Die Eintrdge der Modellmatrix werden
bestimmt durch die Modenordnungen und Mikrofonposi-
tionen. F¥ (r) bezeichnet die radiale Modenfunktion in
einer Kolbenstrémung.

Die Analyse mit den BLI-Moden geschieht analog:

p:ﬁ}a7

@(m,nlz,r,0) = FE (r, @)l Fmnz=wt)

(12)
(13)

Der Modenvektor der BLI-Moden und die zugehorige Mo-
dellmatrix werden mit einer Tilde markiert. Die Moden-
formfunktion F* (r,0) kann hier nicht mehr mit einem
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einfachen Produktansatz separiert werden. Die Losung
der Gl (10) und (12) erfolgt durch Minimierung der Feh-
lerquadrate mittels der Pseudoinversen:

wi= (WH : W)_l wH. (14)

In Abb. 5 ist ein synthetisiertes Schallfeld in den beiden
Modenbasen dargestellt. In der Plug-Flow Basis sind die
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Abbildung 5: Modenamplitunden in der BLI Modenbasis
(oben) und in der Plug-Flow Modenbasis (unten) [9]

einzelnen Umfangsordnungen der BLI Moden zu erkennen.
Da die Inhomogenitit der Stromung rein harmonisch ist,
ohne hoéhere Harmonische, sind nur die Ordnungen m — 1,
m und m + 1 vorhanden. In beiden Darstellungen wird
das selbe Schallfeld an der Auflenwand an einer axialen
Position reproduziert. Im Kanalinneren werden jeweils an-
dere Schalldruckprofile angenommen, daher unterscheiden
sich auch die modalen Amplituden in beiden Modellen.
Bei der Modellierung der Schallausbreitung unterscheiden
sich die Modelle zudem durch die axialen Wellenzahlen.

Die Brechung der Moden nimmt mit steigender Moden-
ordnung ab, dies entspricht auch dem Verhalten bei rein
radialen Grenzschichten. Zudem werden die Moden mit
steigender Frequenz und steigender Machzahl stéarker ge-
brochen, analog zu der radialen Brechung bei radialen
Grenzschichten. [3]

Einfluss des Modenmodells auf die Azimu-
talmodenanalyse

Eine Abschitzung der Qualitit der Losung kann die Ar-
raykohérenz liefern. Diese ist definiert als maximale Kreuz-
korrelation der Spalten von W bzw. W [11]:

|w

;|

v (W)

= max

Nax —— . (15)
i#j |[will2]|w;]]2

Die Array-Kohérenz steht im direkten Zusammenhang
mit der Hohe der Nebenkeulen des Arrays und der Kehr-
wert der Kohérenz entspricht der maximalen Anzahl an
detektierbaren dominanten Moden [11]. In Abb. 6 ist die
Arraykohirenz der Modellmatrizen des Plug-Flow Mo-
dells (gestrichelt) und des BLI Modells (durchgezogen)
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Abbildung 6: Array-Kohirenz eines Aquidistanten Ringar-
rays unter Verwendung der Plug-Flow Moden (gestrichelt) und
der BLI-Moden [9]

fiir einen Mikrofonring aus 61 dquidistant angeordneten
Mikrofonen dargestellt. Mit dem Plug-Flow Modell ist
die Kohérenz null, wenn weniger als 62 azimutale Mo-
denordnungen ausbreitungsfiahig sind und springt auf den
Wert 1, sobald mit der 62-ten Azimutalmode Aliasing
auftritt. Dies ist ab ca. kR ~ 30 der Fall. Die Moden
der BLI-Modenbasis sind zueinander nicht orthogonal, da
eine BLI Mode mehrere Umfangsordnungen enthélt. Die
Arraykohérenz der BLI-Modellmatrix steigt ab der cut-on-
Frequenz der ersten Azimutalmode kontinuierlich, bleibt
jedoch bis zur kritischen Frequenz bei etwa kR ~ 30 unter
dem Wert 0,17. Es sei noch erwéhnt, dass die Moden den-
noch zum gréfiten Teil unkohérent sind. Hohe Kohérenzen
treten lediglich zwischen benachbarten Modenordnungen
mit niedriger Ordnung auf, insbesondere zwischen den
Moden (0,0) und (£1,0), da diese am stérksten gebrochen
werden.

Fazit und Ausblick

Das Konzept von einer alternativen Modenbasis mit axial
konstanten Modenamplituden ist ein vielversprechender
Ansatz um die Schallausbreitung in ungleichméfigen
Stromungen zu beschreiben. Das vorgestellte Modell hilft,
die durch eine eingesaugte Grenzschicht zu erwartenden
Brechungseffekte zu verstehen und zu analysieren.
Aufgrund der gebrochenen Schallmoden, die kein Ortho-
gonalsystem bilden, ist die Kohérenz der Modellmatrix
grofler als im Plug-Flow Fall. Mit einer optimierten
Arraygeometrie kann die Koh#renz verringert und die
experimentelle Azimutalmodenanalyse verbessert werden.
Die theoretische Betrachtung zeigt, dass bereits bei
kleinen  Stromungsgeschwindigkeiten und kleinen
Stromungsgradienten signifikante Brechung der Schallm-
oden zu erwarten ist. Messtechnische Untersuchungen
zur Schallausbreitung in ungleichméfliger Stromung
sind daher von groflem akademischen und praktischen
Interesse. Ein numerischer Eigenwertloser, der radiale
und azimutale Stromungsgradienten beriicksichtigt,
konnte das Versténdnis tiber die Brechung der Moden,
insbesondere bei hcheren Machzahlen, verbessern.
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