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1.

Die Impulsantwort eines stationdren Monopols iiber
massenartigen und absorbierenden Impedanzbdden kann
mittels inverser zeitlicher Fourier-Transformation der
zugehorigen Greenschen Funktionen im Frequenzbereich
gewonnen werden [1]. Der Schalldruck einer Punktquelle,
die ein beliebiges Zeitsignal abstrahlt, wird dann
anschlieBend durch Faltung des Zeitsignals mit der
Impulsantwort berechnet.

Einleitung

Auflerdem ist es moglich, die exakte Losung eines sich

gleichformig bewegenden und harmonisch mit fester
Frequenz  schwingenden Monopols oberhalb eines
Impedanzbodens  durch  Anwendung der Lorentz-

Transformation herzuleiten [2].

Diese beiden Ergebnisse sollen nun kombiniert werden, um
den Schalldruck zu bestimmen, den eine sich bewegende
Punktquelle iber Impedanzboden, die ein beliebig
vorgegebenes Zeitsignal abstrahlt, erzeugt.

Hierfiir konnen zwei verschiedene Ansitze verfolgt werden

1. Ansatz: Wir betrachten den sich bewegenden Monopol im
Frequenzbereich. Dieser wird durch eine Lorentz-
Transformation ,,stationdr gemacht®. Eine zeitliche Fourier-
Transformation liefert dann die Impulsantwort im Lorentz-
Raum, die mit einem beliebigen und gleichfalls Lorentz-
transformierten Zeitsignal gefaltet werden kann.

2. Ansatz: Nun betrachten wir zuerst den stationdren
Monopol im Zeitbereich, d.h. dessen Impulsantwort. Diese
wird mit der kompletten Quellfunktion, die sich sowohl
bewegen darf als auch ein beliebiges Zeitsignal abstrahlt,
gefaltet.  AbschlieBend wird das Ergebnis durch
Transformation in den Lorentz-Raum iiberfiihrt.

In der vorliegenden Arbeit werden beide Ansdtze untersucht
und die erzielten Ergebnisse werden miteinander verglichen.

2. Erster Ansatz: sich bewegender
harmonischer Monopol

In [2] wurde die exakte Losung fiir einen sich bewegenden
Monopol mit harmonischer Zeitabhingigkeit e/ iiber
massenartigem bzw. absorbierendem Boden mit der
normierten Impedanzen (Zy) unter Verwendung der Lorentz-
Transformation hergeleitet, da sich im Lorentz-Raum die

Wellengleichung in die Helmholtz-Gleichung verwandelt
A,G,+KG, =7’ 08(x,)6(y,)8(z, ~hy) (D)

mit G, (1,) =G, (w)e /™
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wobei k die Wellenzahl und y* =1/(1-M?*) (M: Machzahl)

sind.
Abbildung 1 zeigt die Geometrie des Problems:

physikalischer Raum
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Abbildung 1: Geometrie des Problems.

Die Greensche Funktion kann als eine Summe von drei
Komponenten geschrieben werden

A A

G, =G,+G,, +3, , )

wobei G, und G,, die Freiraum-Green-Funktionen von

Quelle und Spiegelquelle sind, und ) ; 1st der Korrekturterm,

der die Abweichung von der schallharten Reflexion
bertiicksichtigt.

Im Lorentz-Raum liefert die inverse Fourier-Transformation

von GL(m) die Impulsantwort g(¢,)

2(t,)=F;'6, (o) 3)

und die Faltung der Quellenfunktion ¢(¢,) mit der
Impulsantwort den Schalldruck p, (¢,)
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p)=q(t,)*g(t,). 4

Die Green'sche Funktion von Quelle und Spiegelquelle im
Lorentz-Raum sind durch

. L et
=Y Do) (5.2)
G, =y (5.b)
4z, (=h,)
gegeben mit
R =yxt + v+, =)’ (©)

A

Daher hat die inverse Fourier-Transformation von G, und

éz , die einfache Gestalt

20(t, =1 (hy)/ )

drr(h) (7.2)

gut)=v

20(t, =1 (=h) /o)
4z r (=h;)

g (t)=7r (7.b)

Mittels Anwendung der Faltung auf die allgemeine
zeitabhdngige Anregung ¢(z,) lésst sich der Schalldruck von

Quelle und Spiegelquelle leicht schreiben als

_ 249, = (h)/c)
P = 4z r, (hy) ’ ®
L, =23 znCh)le) (8.b)
4z r (=hy)

Die Form des Korrekturterms ¥, hingt von der Art der

Impedanz ab.

Massenartige Impedanz

Der Korrekturterm im Lorentz-Raum [2] hat die gleiche
Form wie der entsprechende Term des stationdren Monopols
oberhalb einer Ebene mit massenartiger Impedanz,

abgesehen vom Faktor »”[1]

N ) o T ¢ ejk"L(_’h)
X, ="2y¢ e e ———dn, )
' A A CU B

wobei &, =&/ymit &= p/m"das Verhiltnis zwischen der

Dichte des Fluids und der Masse (pro Fldcheneinheit) der
Impedanzebene beschreibt.

Die Anwendung der inversen Fourier-Transformation auf

2, liefert den Korrekturterm im Zeitbereich o, (¢,)

F’l{ﬁL}:GL

gegeben durch

R
zﬁeé(zﬁhﬂ € t H(tL _ rL(_hL)j (10)
c

o (t)=-y
2 Jor-r
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und den Beitrag des Korrekturterms fiir eine allgemeine
Zeitabhédngigkeit wird durch Faltung mit der Quellfunktion
gewonnen

+o0 =& L‘ZTZ—PLZ
—dr (11)

,cé; £ (z,+hy) e
Po = S [ g1, —r) e
272. rL(:}l‘.L)/C CZTZ _PL
mit P, =4/x; +y; .

Absorbierende Impedanz

Fir den Monopol, der sich {iiber einer absorbierenden
Impedanzebene bewegt, hat die Greensche Funktion im
Lorentz-Raum [2] nicht die gleiche Form wie die Greensche
Funktion des stationiren Monopols [1], weil die
Randbedingung aufgrund der Bewegung der Quelle einen
zusiétzlichen Term aufweist:

106G, ,,8G, 2,06,

=0 . (12)
c ot ox, ¥y 82L|

z;=0

Dieser Term hat nur einen Einfluss auf den Korrekturterm.
) ; hat nun die Gestalt

2 o ~
ALY RV )
2r \ c ot 0Ox; o R, (77)

mit
a=ylZ,

und

EL(’]):\/(XL "“75]‘/[’7)2 +y§ +(ZL +hy +77)2 .

A

Die inverse Fourier-Transformation von X, muss nun

gebildet werden.

Nach langer Rechnung ergibt sich

aL(tL):f“[i Mcij{H(n—rL(—hL)/@J i

oo, O ox, Di(t,)
mit
DZ(T)=(52(cr+av/52)z + s
(@ =22 (=h) +v?(1-a?16*)) "
und

v=aMx, +z, +h, , e=\l1+a’M> . (16)

Der Beitrag des  Korrekturterms  fiir  beliebige
Zeitabhingigkeit wird durch Faltung mit der Quellfunktion
gewonnen

PgL(tL):_Z: IQ(tL_T)X
- (17)
[3_M01J(H(r—rL(—hL)/c)de
or ox, Dj ()



Dieses Resultat kann  schlief3lich

geschrieben werden:

folgendermaf3en

vla Mx, qlt,—r,(-h,)/c)
2 r,(=h,) ar,(=h,)+v

+72a Tooqt, —7) dr
27, iy or  Dj(r)

_;/Z_aMC T q(t, —r)(ocM(ozcz'+v)+(052 —gz)xL)
2T e [DZ (T)]3

Po, =

dr

(18)

3. Zweiter Ansatz: stationirer impulsiver
Monopol

Die Greensche Funktion aufgrund eines Impulses, der von
einer stationdren Quelle zur Zeit 7, und am Ort 7,

abgegeben wird, wird wieder als eine Summe der drei
Komponenten

gt 71, 7)) =g (1,731, 7)) + &, (.75t 7)) +o(t,75t,, 7)) (19)
dargestellt, wobei 7’ die Position der Spiegelquelle ist, g,

und g, sind die Greensche Funktionen von Quelle und

Spiegelquelle und o ist der Korrekturterm.
g, und g, sind gegeben durch
St —t,~[F =7/ )

4ﬂ|r—rq|

gtrt,r)= , (20.a)

5(r—tq—|f—f;|/c)

- =S
ar |r -, |

gz(tay;tqa?;): (ZOb)

Eine sich bewegende Quelle kann beschrieben werden durch
O(1.7)=q()3(F = A0)) - @1

Daher erhélt man fiir den Schalldruck (siehe [3])

+00 400

pt.7) = [ [0@.p)g(t.7;7,p)d’ pdr
o (2

= [a@)g.F;7, u(@)dz

Die Beitrage von Quelle und Spiegelquelle sind durch
o(t—t—|\r—u(r)|/c
( [ - a(@)]/ ¢) i

P67 = [q(7)

4| — u(r)
P e
T 4l - a)or rod]
St (@))/0)
= d
pa(t7) j 4() P R
24)

_ q(z;)
- Z anff - @ or 101

s
T=1;
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gegeben, wobei 7, und 7, die Losungen der Gleichungen

f@=t-t-[f-a()|/c=0, (25.a)

fs(f):t—r—|F—,Z1‘Y(r)|/c:0 25.b)

sind.

Um die weiteren Berechnungen leichter zu gestalten, ist ein
Variablenwechsel unter Verwendung der inversen Lorentz-
Transformation von Nutzen:

M
t=t, +—x, , x=x, +Mect,,
c

YRR A (26)
Y y y

Fiir einen Monopol mit konstanter Geschwindigkeit parallel
zum Boden gilt u(r)=(Mcz,0,h). Die Gln. (25) haben

jeweils zwei Losungen, aber nur eine der beiden Losungen
hat eine physikalische Bedeutung bei Unterschallbewegung

t,=t, —r,(h)/c, (27.a)
T, =t, —r,(=h,)/c . (27.b)
Man findet dass
F-a)of1od, =n)iy’.  (28a)
|7 —a)or /ar|m\ =r,(-h)/y*. (28.b)
Setzt man (27) und (28) in (23) ein erhélt man
P = Zq(tL_rL(hL)/C), (29.2)
4z r,(h;)
Py = 2 q(t, —r, (=hy)/c) ) (29.b)
4z r,(=h;)

Wie zu zeigen war, sind Gln. (29) und (8) identisch.

Wie auch beim ersten Ansatz, untersuchen wir nun den
Korrekturterm fiir die zwei Impedanzarten:

Massenartige Impedanz

Der Korrekturterm aufgrund einer stationdren Quelle zur

Zeit ¢, und am Ort 7, oberhalb einer massenartigen

Impedanz ist gegeben durch

o CE . 7 -7
U(t,r;tq,rq)Z—z—éeg( MH| -, —-—
T c

(30)
e—échu—rnz—((x—x,, P +(v,))

X
Vet =[x -x)* +(y-p,))

und der Beitrag des Korrekturterms wird durch Faltung mit
der Quellfunktion mit 7, (z) = (Mct,0,—h) gegeben
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:—ieé(ﬂh)t‘? q(z')e'5 A(1—r) —((x—Met)2 4y
2 —W\/CZ(Z—T)Z _((X—Mcr)z +y2)
_M 2 + 2 + +h 3
x H t—z-_\/(x ct)’ + 3y +(z+h) .
C

(€2))

Bei der Einfilhrung der inversen Lorentz-Identititen (26)
kann die Quadratwurzel vereinfacht werden

\/cz(t—r)2 —((x—Mcz')2 +y2)

(32)
:\jcz(tL -7)° _PL2 ly
und das Argument der Heaviside-Funktion ist Null fiir
t,—t=r(=h)lc.
Nach dem Variablenwechsel ¢, —7—7 lautet der
Korrekturterm
+o ~& TR
2661 ezh) e
Py, ==y et q(t, —7)—=—=dr (33)
‘ 2r "L(—'f';)/c [2,2 — P

und ist somit identisch mit GI. (11), was zu zeigen war.

Absorbierende Impedanz

Der Korrekturterm aufgrund einer stationdren Quelle zur
Zeit t p und am Ort 17;1 oberhalb eines absorbierenden
Bodens ist gegeben durch

1@[H<t—tq—7—7q‘/c)], .

2z | DUt 7))

o(t,r;t,,r)=—

D (t.71,.7,) = |(Zyct —1,) + 2+ )
+(1—Z§X(x—xq)2 +(y—yq)2)]‘

und der Beitrag des Korrekturterms fiir allgemeine
Zeitabhingigkeit wird durch Faltung mit der Quellfunktion
gewonnen

_ Lol q(7)
Pe = o (LD“(F,t,r,ﬁ(r))

_ 2, 2 2
XH[t_r_\/(x Mol 432 4G Hh) |

(35)

/27

» (36)

[

wobei die Zeitableitung vor das Integral gezogen wurde, da
q(7) nicht von ¢ abhéngt.

Durch Einfiigen der Lorentz-Identitdten und der Ausdriicke
von GIl. (15) kann die Quadratwurzel wie folgt
umgeschrieben werden

a - - a - 1 a
D (I,I’,T,/J(T))—)DL(tL,T,VL)zzDL(tL—T), (37)

und fiir die Zeitableitung gilt
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g:yz(i—MciJ . (38)

Daher wird nach dem Variablenwechsel ¢, —7—7 der
Korrekturterm dargestellt als

D. :_ayz(a_Mca][Tq(tL_T)H(T_rL(_hL)JdT
B 2w \ ot ox, \ 2, Dj(r) c
(33)

Nach Ausfithrung der Zeitableitung ergibt sich fiir den
Beitrag des Korrekturterms

vla Mx, qlt,—r,(-h,)/c)
2 r,(=hy) ar,(=h,)+v
+7/2a ooq(t, —7) dr
2z or  D/(r)

r (=h,)/c

Py, =

—}/Z—aMc q(t, —T)(aM(acr+v)+(a2 —Sz)xL)

d
2T e [DZ (T)]3 ’

(39

Wiederum ist Gleichung (39) identisch mit Gl. (18), die
mittels des ersten Ansatz gewonnen wurde.

Fazit

Wir haben zwei Verfahren vorgestellt, um den Schalldruck
eines Monopols bei beliebiger Zeitabhingigkeit, der sich
iiber einem Boden mit massenartiger bzw. absorbierender
Impedanz bewegt, herzuleiten. Das zweite Verfahren hat den
Vorteil, dass die Bewegung der Quelle sehr allgemein mit
Hilfe der fiir die Faltung vorgesehenen Quellenfunktion
formuliert werden kann. Allerdings muss hierfiir die
Greensche Funktion der stationdren Quelle bekannt sein.
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