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Einleitung

Systemidentifikation als eine Methodik der Modellbil-
dung bedeutet Entwicklung oder Optimierung von Mo-
dellen mithilfe von Eingangs- und Ausgangssignalen aus
Messungen [1]. Innerhalb dieser Gruppe zeigt Spdirliche
Identifikation Nichtlinearer Dynamischer Systeme (SIN-
Dy) [2], die auf Differentialpolynomen und spérlicher li-
nearer Regression beruht, ein hohes Potenzial zur Iden-
tifikation von Schwingungssystemen [3]. In dieser Ar-
beit wird ein Systemidentifikationsverfahren auf Basis
von SINDy vorgestellt. Die originale spérliche Regressi-
on von SINDy ist die Kleinste-Quadrate-Methode mit fe-
stem Threshold (KQFT). Diese Methode wird durch eine
Alternative ersetzt, die Kleinste-Quadrate-post-LASSO
(KQPL). LASSO steht fiir Least Absolute Shrinkage
and Selection Operator. Der Vergleich beider Metho-
den erfolgt durch numerische Untersuchungen anhand ei-
nes Einmassenschwingers im Rahmen von Monte-Carlo-
Simulationen (MCSs). Den numerisch generierten Trai-
ningsdaten wird Rauschen unterschiedlicher Intensitdt
hinzugefiigt, um reale Messsignale nachzubilden. Die
SINDy-Modelle werden fiir Polynomordnungen von eins
bis fiinf identifiziert und im Hinblick auf Spérlichkeit,
Konvergenz, Eigenfrequenz und Bestimmtheitsmafl aus-
gewertet.

Identifikation eines Einmassenschwingers
mit SINDy
Das Systemidentifikationsverfahren SINDy basiert auf
Differentialpolynomen und spérlicher Regression. Ange-
nommen, die Bewegungsgleichung eines zu identifizieren-
den Systems sei
&(t) = f(z(t)) = (0(z" (1))2)" (1)
mit dem Zustandsvektor x € R™ und einer polynomi-
schen Modellstruktur mit zeitunabhéngigen Parametern
in der Koeffizientenmatrix 2 € R™*"=. Die i-te Spalte
der Matrix E, also &, € R™¢, entspricht der i-ten Di-
mension des zeitlich abgeleiteten Zustandsvektors @(t).
Der ng-dimensionale Zeilenvektor 6(x™(t)) umfasst die
Konstante 1 und alle Potenzen des Vektors x(t) bis zu
einer bestimmten Ordnung, die auch Kandidatenfunktio-
nen genannt werden, beispielsweise 0([x1,x2])|ord=2 =
(1,21, T2, 23, 7129, 73]. Diese zeitlichen Signale von @ und
0(xT) aus Messungen und Berechnungen kénnen in den
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zusammengefasst werden. Somit wird die Gleichung (1)
zu einer Regressionsaufgabe

X =0O(X)E. (3)

Das Modell wird durch die Bestimmung der Parameter

erstellt. Weil bei den meisten physikalischen Systemen

nur einige Terme von den Kandidatenfunktionen relevant

sind, ist die Koeffizientenmatrix = spérlich. Die Bewe-

gungsgleichung eines Einmassenschwingers kann mit der
0 1

eichung m [ d} m

im Zustandsraum dargestellt werden. Mit den Kan-
didatenfunktionen hoherer Ordnungen ist die kleinste-
Quadrate-(KQ-)Methode fiir eine beliebige i-te Dimen-
sion

k (4)

m

()
(6)

nicht geeignet. Da ein Parameter mit dem wahren Wert
Null wegen des real vorhandenen Messrauschens als
ein Nicht-Null-Wert abgeschétzt wird, tritt Overfitting
(Uberanpassung) auf. Daher wird spérliche Regression
eingesetzt.

€= argmind]|; — O3}
RW,

i

=(@'e) e,

Eine Moglichkeit der spérlichen Regression ist die KQFT-
Methode. Spérlichkeit wird durch iterative Nullsetzung
der abgeschitzten Koeffizienten unterhalb eines festen
Thresholds Axgpr erreicht. Unter der Annahme, dass
das Messrauschen in den Signalen niedrig ist, sind
die filschlich als Nicht-Null-Wert geschétzten Koeffizi-
enten im Vergleich mit den tatséchlichen Nicht-Null-
Koeflizienten absolut gesehen kleiner. Somit l&sst sich
ein Threshold einsetzen. Der Ablauf von KQFT ist in
der Abbildung 1 dargestellt.
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festem Threshold
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Abbildung 1: Ablauf der KQFT Methode

Ein passender Threshold wird nicht gefunden, wenn
ein Null-Wert-Koeffizient grofler als ein Nicht-Null-
Koeffizient abgeschétzt wird. Diese Situation tritt
héufig auf, wenn die Koeffizienten verschiedene
Groflenordnungen haben.

KQ-post-LASSO

LASSO ist ein Optimierungsverfahren zur Abschétzung
der Koeffizienten. Es automatisiert den Aufbau von Mo-
dellen mit Spérlichkeit. Allerdings ist die Schrumpfung
der abgeschétzten Koeffizienten nicht wiinschenswert, d.
h. die Absolutwerte der Koeffizienten werden kleiner als
die wahren Werte abgeschitzt. Um die Einschrankung zu
vermeiden, kann die KQ-Methode nach LASSO mit aus-
gewihlten Kandidatenfunktionen durchgefiihrt werden.
Diese Methode wird KQ-post-LASSO (KQPL, engl. LS
post-LASSO) genannt [4]. Der Ablauf von KQPL ist in
der Abbildung 2 dargestellt.

KQ-post-LASSO

; und O(X)

,________-

Abbildung 2: Ablauf der KQPL-Methode

Numerische Untersuchung

In diesem Abschnitt wird SINDy in den numerischen Un-
tersuchungen implementiert und mit MCSs bewertet. Der
Vorteil der numerischen Untersuchung liegt darin, dass
die realen Werte der identifizierten Koeffizienten bekannt
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sind. Damit konnen die Eigenschaften des Identifikations-
verfahrens bewertet werden.

Das zu untersuchende Schwingungssystem ist ein frei-
schwingender Einmassenschwinger mit der Bewegungs-
gleichung (4). Mit der Anfangsbedingung «(0) lassen sich
die zeitlichen Signalen von Verschiebung ¢(t), Schnelle
¢(t) und Beschleunigung ¢(t) als eine Losung eines An-
fangswertproblems berechnen. Um die realen Messsignale
nachzubilden, wird Rauschen S(t) in ¢(t),q(¢) und §(¢)
hinzugefiigt. Das stochastische Rauschen S(t), allgemein
fiir ein beliebiges Signal Signal(t), wird als die Normal-
verteilung

S(t) ~ N(0, (eg max(Signal(t)))?) (7)
definiert. Der Rauschfaktor e bezeichnet die Intensitét
des kiinstlichen Rauschens. Unter Beriicksichtigung der
Unsicherheit werden 10.000 Wiederholungen im Rahmen
der MCSs als Trainingsdaten generiert. Innerhalb der
MCSs sind die Parameter Masse m, Steifigkeit k£ und
Diampfung d in der Gleichung (4) normalverteilt. Die
mit Rauschen generierten Signale X und X dienen als
Trainingssitze zur Identifikation. Auflerdem werden die
Testsétze mit unterschiedlichen Anfangsbedingungen er-
zeugt, um die Ergebnisse umfangreicher auszuwerten. Die
Testsétze enthalten kein Messrauschen, weil die Testsétze
nur als Referenz verwendet werden.

Die Systemidentifikation aus den Trainingsséitzen erfolgt
mit zwei Verfahren: SINDy mit KQFT und SINDy mit
KQPL. Zum Test der Sparlichkeit eines Modells wer-
den auch die Polynome hoherer Ordnung als Kandida-
tenfunktionen angenommen. Die Polynomordnung Ord
der Modellstruktur steigt von eins auf fiinf. Anschlie-
Bend werden die zeitlichen Signalen mit numerischer In-
tegration aus den polynomischen Modellen berechnet.
In der Tabelle 1 sind die realen Werte der eingesetz-
ten Parameter aufgelistet. Dabei stammen die Vertei-

Parameter Wert
m in kg N (5;0,057)
d in kg/s N(5;0,5%)
k in kg/s” N (2000; 66,7%)
€Rr {0;0,0025; 0,005; 0,0075; 0,01}
z(0) [0; 1]
z7(0) [0,1; 0]
z3(0) [1;0]

Tabelle 1: Parameter des Einmassenschwingers fiir die nu-
merische Untersuchung

lungen der Parametern m,d und k aus Erfahrungs-
werten [5]. Die Rauschfaktoren sind &dquivalent zu den
Signal-Rausch-Verhiltnissen (engl.: signal to noise ratio,
SNR) {o0; 40,1; 34,15 30,5; 28,0} in dB. Der Threshold von
KQFT Aggrr liegt unterhalb des kleinsten Mittelwertes
,»1“ von den realen Parametern mit einem zweckméfigen
Abstand um 0,5. Im Vergleich zur Anfangsbedingung
2(0) haben die Anfangsbedingungen 7 (0) und z3(0) un-
gefihr die doppelte bzw. die 20-fache Amplitude, wie in
der Abbildung 3 gezeigt wird.
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Abbildung 3: Schwingschnelle mit den Anfangsbedingung
2(0) (oben), 7 (0) (Mitte) und x5(0) (unten)

Auswertungskriterien

Zur Auswertung eines identifizierten Modells werden die
Koeflizientenmatrix = und das zeitliche Signal der Be-
schleunigung g(t) verwendet. Einerseits besitzt die zwei-
te Zeile der Gleichung (4) alle mafigeblichen Koeffizien-
ten, andererseits enthélt die Beschleunigung mehr dyna-
mische Information im Vergleich mit der Schnelle oder
Verschiebung [6].

In dieser Untersuchung bleibt die wahre Anzahl der
Nicht-Null-Parameter (ANNP) in der zweiten Zeile der
Koeffizientenmatrix = gleich zwei. Mit dem Vergleich
zwischen den identifizierten ANNPs und dem idealen
Wert zwei kann die Spérlichkeit der Matrix E ausgewer-
tet werden.

Bei der MCS treten h#ufig physikalisch unrealistische
Modelle auf, deren numerische Integration mit einer
bestimmten Anfangsbedingung nicht konvergiert. Das
Verhiiltnis der nicht konvergierten Integrationen zur Ge-
samtzahl der Integrationen (VNKI) wird bei jeder MCS
berechnet und als ein Auswertungskriterien verwendet.

AuBlerdem werden die identifizierte Eigenfrequenz und
das Bestimmtheitsmafl R? zur Auswertung verwendet.

Ergebnisse

Die ANNPs bei fiinf Polynomordnungen und fiinf
Rauschfaktoren (insgesamt 25 MCSs) weisen nicht sym-
metrische Verteilungen auf. In der Abbildung 4 sind die
Verteilungen von ANNPs durch Median und 0,25- bzw.
0,75-Quantile in der Form von Fehlerbalken visualisiert.

Bei den Simulationen ohne Rauschen und/oder mit der
Polynomordnung Ord = 1 fallen die ANNPs beider
Abschétzverfahren streuungsfrei mit dem wahren Wert
zwei zusammen. In den Féllen mit Rauschen steigen die
ANNPs bei KQFT mit groflerer Polynomordnung, wenn
Ord > 2, wie in Abbildung 4 auf der linken Seite ge-
zeigt. Je stéirker das Rauschen ist, desto néher liegen die
ANNPs an der Anzahl der Kandidatenfunktionen. Dem-
gegeniiber stimmen bei KQPL die Mediane der ANNPs
aller MCSs mit dem wahren Wert iiberein. Die Abwei-
chungen der 0,75-Quantile treten mit Ord > 3 und e >
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0,0075 auf und betragen eins. Im Sinne der Sparlichkeit
zeigt die Methode KQPL einen betrichtlichen Vorteil ge-
geniiber KQFT. Aulerdem ist die Tendenz beider Metho-
den zu erkennen, dass sich die Gefahr des Overfittings
mit groBerer Polynomordnung und stérkerem Rauschen
erhoht.

ANNPs bei KQFT ANNPs bei KQPL
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Abbildung 4: Mediane und Quantile der ANNPs bei KQFT
und KQPL

Die Abbildung 5 zeigt vier Gruppen von MCSs zur Aus-
wertung des VNKIs, die mithilfe der zwei Anfangsbedin-
gungen x7(0) und z3(0) sowie mit den beiden Identifika-
tionsverfahren KQFT und KQPL entstanden sind.
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Abbildung 5: VNKI bei KQPT und KQPL unter den An-
fangsbedingungen 71 (0) und «5(0)

Bei der Anfangsbedingung @7 (0) konvergiert die Integra-
tion in den MCSs mit KQFT zufriedenstellend bis Ord-
nung 4. Das maximale VINKI betrigt 0,24% bei eg = 0,01
und Ord = 4. Die wesentliche Verschlechterung des VN-
KIs tritt bei Ord = 5 auf, das proportional zum Rausch-
faktor bis auf 40% steigt. Demgegeniiber bleiben die VN-
KIs jeder MCS bei KQPL null.

Die zweite Anfangsbedingung x3(0) ist deutlich kriti-
scher als die erste. Die VNKIs beider Abschétzverfahren
bleiben nur bis Ord = 2 komplett null. Ab Ord = 3 stei-
gen die VNKIs bei KQFT schnell mit h6herem Rauschen.
Insbesondere liegen die VNKIs bei Ord = 4 und 5 ab
er = 0,0025 in der Nahe von eins. Dagegen hat KQPL
den Vorteil, dass die VNKIs nur langsam auf maximal
7,2% steigen.
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Um die beiden Abschétzverfahren einfach vergleichen zu
konnen, werden im Folgenden die Simulationen beider
Methoden mit Ord = 3 und eg = 0,005 fiir die Aus-
wertung der Eigenfrequenz und des Bestimmtheitsmafes
betrachtet.

Die Eigenfrequenzen beider Methoden weisen eine
dhnliche Verteilung fiir die Anfangsbedingung 3 (0) auf,
wie in der Abbildung 6 gezeigt. Die maximale Abwei-
chung entspricht der Auflésung des Frequenzvektors, also
0,01 Hz. Bei 3(0) ist die Verteilung der Eigenfrequen-
zen bei Verwendung von KQFT flacher und breiter als
bei Verwendung von KQPL. Auflerdem werden die Maxi-
ma im Histogramm von KQFT um 0,01 Hz unterschétzt.
Das ist verstédndlich im Kontext mit der Konvergenz in
der Abbildung 5 (x5(0)-KQFT), da das VNKI ca. 50%
betrdagt. Die nicht konvergierten Signale bringen einen
zusétzlichen Fehler in die Auswertung der Eigenfrequenz
ein.

Af, X, (0) und KQFT Af, x.,(0) und KQPL

3 3
%8000 £,8000
;I% 6000 :I% 6000
© 4000 g 4000
2 2000 2 2000
3 Ll 3
© ©
-0.01 0 0.01 -0.01 0 0.01
Afin Hz Afin Hz
_ Af, x;(0) und KQFT _ Af, x,(0) und KQPL
s s
X . %8000
2400 S X0
3 X -0.01 2 6000 v 8277
z Y 431 I
2 200 X 17.24 g 4000 X 10.77
g Y 1 g 2000 Y 1
a 9 ° Q 0 °
© 0 5 10 15 ® 0 5 10
Afin Hz Afin Hz

Abbildung 6: Abweichung der Eigenfrequenz bei KQFT und
KQPL fiir die Anfangsbedingungen «7(0) und «5(0), Ord =
3, er = 0,005

Das Bestimmtheitsmaf3 R? wird nur fiir den Trainings-
satz mit der Anfangsbedingung x(0) betrachtet. In der
Abbildung 7 ist zu erkennen, dass KQPL einen hoheren
Medianwert und ein kleineres Intervall zwischen den
Quantilen im Vergleich mit KQFT hat. D. h. die durch
KQPL abgeschitzten Modelle stimmen besser mit den

Trainingsdaten iiberein.
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Abbildung 7: Boxplots des Bestimmtheitsmafles bei KQFT
und KQPL

Zusammenfassung und Ausblick

Die Methoden KQFT und KQPL beruhen auf der KQ-
Methode und zeigen daher die gleiche Tendenz bei un-
terschiedlicher Rauschstérke und Polynomordnungen. Je
intensiver das Rauschen ist, desto grofler ist die Ab-
weichung beider Methoden hinsichtlich der Sparlichkeit.
Aufgrund zu viel identifizierter Koeffizienten, steigt die
Gefahr des Overfittings mit groflerem Rauschen an. Mit
steigender Ordnung des Polynommodells werden mehr
Terme identifiziert. Einerseits wird das Modell durch
die zusétzlichen Termen ergéinzt. Andererseits ist die
Tendenz zum Overfitting stérker. Die Wechselwirkung
von Rauschen und Polynomordnung fiihrt h&ufig zu un-
brauchbaren Modellen, insbesondere wenn beide hoch
sind, so dass die numerische Integration nicht konver-
giert.

Im Vergleich zu der Methode KQFT ist KQPL robu-
ster gegen Overfitting und liefert bei den Untersuchungen
spérlichere Modelle. Damit ist das Modell bei KQPL all-
gemeingiiltiger als bei KQFT. In den Auswertungen mit-
tels ANNP, VNKI, identifizierter Eigenfrequenz und R?
zeigt die Methode KQPL deutlich bessere Eigenschaften,
insbesondere bei hohen Ordnungen Ord > 3. Deswegen
ist die Methode KQPL eine gute Alternative zur KQFT.

In weiteren Schritten soll das Identifikationsverfahren
fiir diskrete Systeme mit mehreren Freiheitsgraden so-
wie fiir kontinuierliche Systeme auf Basis von SINDy-
KQPL entwickelt werden. Die Nichtlinearitdt soll auch
beriicksichtigt werden. Experimentelle Untersuchungen
sind zur Validierung der Ergebnisse geplant.
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