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Zusammenfassung

Voigt verkniipft den Verformungs- und Spannungs-Zustand
in einem anisotropen Festkdrpers durch eine Tetrade. Diese
hat als vierstufiger Tensor 3* = 81 freie Kennzahlen. Dage-
gen haben zweistufiger Spannungs- und Verformungs-Ten-
sor nur je 32 = 9 Komponenten und selbst die allgemeinste
3D-Anisotropie — die triklinische Kristallklasse — ist bereits
durch 6 wesentliche Material-Kennzahlen und durch 3 an
sich unwichtige geometrische Orientierungswinkel festge-
legt. Der ganz iiberwiegende Teil der 81 Kennzahlen sind
unwesentliche Winkelwerte. Deshalb wird versucht, die
Tetrade — hypothetisch - durch eine 3x3-Elastizitits-Matrix
zu ersetzen. Die nach dieser Vorstellung berechnete rich-
tungsabhéngige Slowness - die reziproke Wellengeschwin-
digkeit — eines anisotropen Festkorpers liegt auf einem El-
lipsoid. Demgegeniiber sind die nach Voigt berechneten
Slowness-Gebilde sehr viel komplizierter; in den Haupt-
richtungen aber kann Deckung hergestellt werden.

Einleitung

Im Wettstreit um die Prioritdt des Elastizititsgesetzes
brachte Hooke 1675 das Anagramm ceiiinosssttuv und 3
Jahre spiter die Auflosung: Ut tensio, sic vis. Frei libersetzt:
Verformung und Spannung sind proportional. Beim eindi-
mensionalen Zugstab fungiert der skalare Elastizitdtsmodul
als Proportionalititsfaktor. Beim dreidimensionalen, aniso-
tropen Festkorper verbindet Voigt den 3x3-Verformungs- S
und den 3x3-Spannungs-Tensor T durch eine Elastizitéts-
Tetrade E® = {Epnop} [Pal.

T=EW-S < T = {Gmn} = {Emnop Sop} (1)
Als vierstufiger 3D-Tensor hat E¥ = {Eqnop} insgesamt 3*
= 81 Koeffizienten. Es gelang Voigt iiber die Kristall-Sym-
metrien die EM —Tetraden fiir die einzelnen Kristallklassen
aufzustellen, qualitativ nicht aber quantitativ. Ein solcher
Zugang ist bei technischen Aufgaben weniger geeignet.
Auflerdem hat Voigt dem Boltzmann-Theorem folgend nur
den symmetrischen Verformungs-Tensor S zugelassen und
den antisymmetrischen Anteil a priori ausgeschlossen. Da-
fiir musste er die stringente Tensor-Mathematik verlassen
und ungelegene Extra-Regeln aufstellen. Eine kompakte
Ubersicht zur Voigtschen Theorie zeigt [1].

Der allgemeine zweistufige 3x3-Tensor besitzt insgesamt 32
= 9 unabhdngige Komponenten. Bei den symmetrischen
Tensoren S und auch T verringert sich die Zahl der relevan-
ten Kennzahlen von 9 auf 6. SchlieBlich ergibt sich durch
Ausrichtung auf die Tensor-Hauptachsen — durch eine Dia-
gonalisierung - ohne Verlust an Allgemeinheit eine weitere
Reduzierung von 6 auf 3 relevante Kennwerte. Weder bei
den zweistufigen Dyaden noch bei der vierstufigen Tetrade
macht Voigt von einer solchen Hauptachsen-Transforma-
tion Gebrauch. Tatsdchlich ist die allgemeinste, linearelas-
tische 3D-Anisotropie — die triklinische Kristallklasse — be-
reits durch 6 wesentliche Elastizititskoeffizienten und
durch 3 an sich unwesentliche geometrische Orientierungs-
winkel voll definiert. [2]
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Aufgabe ist eine alternative Formulierung der Hookeschen
Proportionalitdt. Dazu wird - hypothetisch - die vierstufige
Voigtsche-Tetrade durch eine 3x3 Matrix E mit insgesamt
9 unabhéngigen Elastizitits-Koeffizienten ersetzt. Zundchst
wird auf symmetrische Spannungs- T und Verzerrungs-
Tensoren S und Longitudinalwellen eingeschrinkt. Ge-
brauch wird gemacht wird von der Eigenschaft, dass sich S
und T je aus einem formtreuen Kugel-Tensor und einem
volumen- und richtungstreuen Deviator zusammensetzen.
Fiir die Elastizitdts-Matrix E als nullstufiger Tensor gilt ana-
log dasselbe. Im Besonderen werden via Hauptachsen-
Transformation die von der Anisotropie eines Festkorpers
bestimmten Haupt-Koordinaten eingefiihrt, Damit soll die
richtungsabhingige Slowness berechnet und mit den Voigt-
schen Ergebnissen verglichen werden.

Zuriickgestellt - nicht ausgeschlossen - wird der asymmetri-
sche Tensor-Teil mit der transversalen Welle. Da symmet-
risch/longitudinaler und antisymmetrisch/transversaler Teil
orthogonal sind, ist eine getrennte Behandlung problemlos.

Alternative fiir Voigtsche Notation
Modellannahmen. Wie bei Voigt wird ein homogener, ver-
lustfreier anisotroper Festkorper in den zundchst beliebigen
ortsfesten, kartesischen Koordinaten x = {x;x1, X2X2, X3X3}
zugrunde gelegt. Um Randeffekte auszuschlieBen sei dieser
allseitig unbegrenzt, so dass keine Poissonsche Querkon-
traktion besteht; v=0. Um die Vorteile der linearen Theorie
mit Superposition und Orthogonalitit nutzen zu kénnen und
um die diffizile Unterscheidung von Euler- und Lagrange-
Beschreibung zu vermeiden, werden nur kleine — stringen-
ter: infinitesimale - elastische Auslenkungen s = s(x,t) [m]

2)

und mitm, n= {1, 2, 3} und der Schreibweise Sm,n = 0Sm/0Xn
der fiir die lineare Verformung relevante, aus 9 unabhéngi-
gen Komponenten bestehende Tensor Vs [-] zugelassen.

S$=81 X1+ S2 X2+ S3X3

S, XaX1  S12 X1X2  S13 X1X3
Vs = S2,1 X2X1 S22 X2X2  S2.3 X2X3 (3)
S3,1 X3X1  S32 X3X2  S3.3 X3X3

Der Gradienten-Tensor Vs ldsst sich mit der Transponierten
VsT in einen symmetrischen (Vs)sym und einen antisymmet-
rischen Teil (Vs)asym trennen nach

Vs = (VS)sym + (VS)asym (4)

VSsym =% (VS + VST) VSasym = (VS - VST) (5)

Im Besonderen ist mit Spn = Sim = %2 (Smpn + Sam) die hier
interessierende symmetrische Komponente S

Suxixi  Sexixz  Sixixs
S = Vsgym = S xoxy Snxex2  Sazxaxs  (6)
Si3X3x1 S23 X3X2  S33 X3X3
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Elastizitits-Tensor. Der gewihlten Hypothese gemall wird
die 3D-Anisotropie eines Festkorpers durch den aus 9 un-
abhingigen Kennzahlen E = {En} [Pa] bestehenden Elas-
tizitdts-Tensor E [Pa] nachgebildet. m,n = {1,2, 3}

Enxixi Epxixe Enxixs
E = Eaxxxi Exnxaxz Eaxoxs 7
Es1x3xq Esa x3x2  Es3 x3x3

Der numerische Wert von Em, [Pa] bestimmt sich nach Fig.
la aus Kraft/Weg-Messungen an einer zB wiirfelformigen,
auf die Koordinaten-Achsen m, n ={xi, X2, X3} ausgerichte-
ten Materialprobe. MessgroBBen sind die Verformungen
Smamn [-] und die Spannungen 6my, mn [Pa] an einer Wiir-
felfliche mit der Flichen-Normalen m ={x1, X2, X3} und in
der Kraft-Richtung n ={xi, X2, x3}. Die Kausalitit verlangt,
dass eine tensorielle sm,mn-Verformung eine Gyn mn-
Spannung bedingt, und umgekehrt. Das skalare Verhéltnis
von Spannung Gmn und Dehnung s, gibt den richtungs-
spezifischen Elastizititsmodul Emy

Emn = Omn/Smin Sm.n = OSm/OXn ®)
Die Diagonalglieder Enm = {E11, E2, E33} erweisen sich als
die Elastizitditsmodule in Richtung der Achsen x1, X2 und xa.
Bei den Seitengliedern E;,y, mit m # n handelt es sich um
die Schermodule einer Fldche mit der Normalen xm gegen-
iiber einer Scherkraft in Richtung xa

x .
“x3 E33 / 2 “k EZ /j
Es; Esy
Eis
Exs —
Eq, Fu Ex
{Ea e
22 E,
X, i

Fig. 1a. Wiirfelformige Materialprobe, ausgerichtet auf die allg.
kartesischen Koordinaten x = {x1x1, X2X2, x3X3}. An der Wiirfel-
flaiche mit der Normalen m = {x1, X2, X3} und der Kraftrichtung n
= {X1, X2, x3} besteht eine Druck- bzw. Scherspannung &mn und
die dadurch verursachte Verformung smn = Osm/Oxn. Damit erge-
ben sich nach Emn = omn/Sm.n insgesamt 9 unabhéngige, richtungs-
spezifische Elastizitits-Koeffizienten Emn.

Fig. 1b. Bei Symmetrie reduziert sich die Zahl der Koeffizienten
von 9 auf 6. Die Ausrichtungauf die Hauptrichtungen {xi, yj, zk}
des anisotropen Korpers bringt eine weitere Reduzierung auf die
3 Hauptwerte {Ex, Ey, E.}.

Bei Beschrinkung auf den symmetrischen 3x3-Tensor re-
duziert sich mit den 3 Symmetriebedingungen E»= Ej,
Ei3= E31 und Ez; = E\2 die Zahl der freien Kennzahlen von
9 auf 6. Im Weiteren kann ein symmetrischer Tensor {iber
eine Hauptachsen-Transformation mit den raumfesten
Haupt-Koordinaten xi, yj, zk ohne Verlust an Allgemein-
heit auf Diagonalform gebracht werden. Dazu dient die im
Anhang wiederholte Sékular-Gleichung [zB 1]

det(E—ED=0

E = {Exa EY’ EZ} (9)
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mit den 3 Hauptwerten Ey, Ey, E,. als Losung mit Diagonal-
Tensor E und zugeordneter Matrix (nullstufiger Tensor) E:

0

0
E = 0 Ejj E = (10,11)
0 0

zZ

co/m

0 0
0 E, 0
E,kk 0 E

Damit ist bei Symmetrie der allgemeine, anisotrope Festkor-
per bereits durch die 3 Hauptwerte E = {Ex, Ey, E,} be-
stimmt und es besteht die Hookesche Proportionalitdt in
Komponentenschreibweise

Oxx = Ex Sx,x Oyy = E)’ Sy.yx 6z - E, Sz:2 (12)
Fiir die Tensor- bzw. Matrizenschreibweise wird der heuris-
tische Ansatz gewdhlt: mm = {ii, jj, kk}
Omm MM = Ey Spym mm (13)
Dazu wird E--S als Doppelskalar-Produkt von null- und
zweistufiger Dyade aufgefasst. Oder, definiert man die
Terme Gmm mm und smm mm formal als Matrix-Elemente,
so stellt E--S eine Hadamard-Multiplikation dar. Beide
Sichtweisen erfiillen per se die Vorstellung, dass eine mn-
Ursache eine mn-Wirkung hat.

Der Aufgabenstellung entsprechend sind die Tensoren V =
{S, E, T} symmetrisch. Ein vollstindiger symmetrischer
Tensor besteht aus den beiden irreduziblen Komponenten,
dem dilatorischen Kugeltensor Vo und dem Deviator V¥, (U
= ii + jj + kk = Einheitstensor; Kugeltensor.)

Vo= Vsym"UU

V*:Vsym—VO (14,15)

Mit der Eigenschaft, dass Vo und V* orthogonal sind, also

Vo-V*¥=0 Eo:S*=E"-So=0

— (16)
lasst sich die Hookesche Proportionalitét (13) auch getrennt
nach den beiden Komponenten Ty und T* angeben.
To=Eo-So T* =E*--S* (17,18)
Der Tensor To = Eo--So =p U ldsst sich auf den omnidirek-
tionalen Druck p [Pa] und der Tensor So = U div s auf die
Divergenz des Verformungsfeldes s(x) zuriickfithren. Mit
E¢ = Kompressionsmodul K [Pa] bestitigt sich die bekannte
Beziehung p =K div s.

Wellengeschwindigkeit. Slowness. Der in i-Richtung wir-
kende Elastizitaitsmodul Ex gibt zusammen mit der Dichte p
[kg/m?] die longitudinale Wellengeschwindigkeit cx. Das-
selbe gilt fiir die beiden anderen Hauptrichtungen ¢y und c.:
cx=VEJp)  cy=V(Eyp) ¢, =V(Ep) (19)
In Richtung des Einheits-Vektors t bestehen der Elastizitats-
modul E(t) und die richtungsabhdngige Wellengeschwin-
digkeit c(t)

E(t)=E-tt =

Ex (i-t)2 +E, (j-t)2 +E, (k-t)2
c(t) = V(E(t)/p)

(20)
21



Die Skalarprodukte it , jt, ket in (20) sind die bekannten
Richtungskosinuse des Vektors t gegeniiber den ortsfesten
Achsen i, j und k und erfiillen mit r> = x> + y? + 7 die
Identitéten

i't=cosa=x/r jt=cosP=yr kt=cosy= zr (22)

Damit schreibt sich die Wellengeschwindigkeit ¢ = c(t) als
Funktion der Koordinaten x, y, z.

c? = (x/r)? + ¢ (y/r)? + ¢k (z/r)? (23)

Fiihrt man anstelle der Wellengeschwindigkeiten ¢ und cyy,
deren Reziprokwerte - die Slowness 1/c = ¢! und 1/cyy, =
Cxy7 ! - als Feldparameter ein, so wird

1= (o) (e + (yley )2 + (e, 'Y (24)

und man erkennt die bekannte Ellipsoid-Gleichung mit den
3 reziproken Hauptgeschwindigkeiten — den Slowness-Pa-
rametern ¢!, ¢yl ¢, ! als Ellipsoiden-Achsen. (Fig. 2)

it it
F 3

-1
N

-1 » -
Cz K i

Fig. 2: Slowness-Ellipsoid. In einem anisotropen Kontinuum liegt
die von der Richtung abhéngige reziproke Longitudinalwellen-
Geschwindigkeit 1/c — die slowness —auf einem Ellipsoid mit den
3 Hauptachsen 1/cx. 1/cy und 1/c.. Entsprechend der Vereinbarung
mit Ex > Ey > E; ist 1/c; > 1/cy > 1/cx.

Demgegeniiber sind die nach dem Voigt-Formalismus
berechneten Slowness-Raumfldchen sehr viel kompli-
zierter. [4] In Richtung der Hauptachsen konnen beide
Verfahren zur Deckung gebracht werden, nicht aber in
den Zwischenbereichen. Insofern bietet sich eine Slow-
ness-Vermessung als Experimentum crucis an.

Anhang

Sékular-Gleichung. Der symmetrischen 3x3-Elastizitits-
Tensor E ist in den allgemeinen {x1, X2, x3}-Koordinaten
durch 6 Kennzahlen bestimmt. In den Koordinaten des
Hauptsystems reduziert sich diese Zahl auf die 3 Haupt-
werte E ={E, E, Ex}. Zu deren Bestimmung dient die klas-
sische Sékular-Gleichung

det(E—ED=0 (26)
und fiihrt auf die kubische Gleichung in E

B3+ E>+LE+1:=0 (27)
mit den sdkularen Tensor-Konstanten I;, I, und Is.

I =E;+ Exn+ Es; (28)

I = E11E» + ExBss + EssEir — (B12)? - (E23)? - (E31)? (29)
I; = det (Eqmn)? (30)
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Die Summe I; = (Eii+ Eaxs + Es3) ist die Spur des E-Tensors
und bestimmt den Kugel-Tensor Eo. (U =ii+ jj + kk =
Einheits-Tensor.)

Eo="(Ent+t Exn+E;) U=Eo U (31)
Wird der Eo-Teil abgetrennt, so verbleibt der symmetrische,
spurfreie Deviator E*

E*=E-E, (32)
E* hat die verkiirzte Sékular-Gleichung
E¥+LE*+13=0 (33)

aus der sich via casus irreducibilis die 3 Wurzelwerte E*
={Ex*, Ey*, E.,*} berechnen. Dem Vietaschen Wurzelsatz
und der Spurfreiheit des Deviators entsprechend gilt

Ex*+ Ey*+ E,* = 0. (34)

Die Losungen der vollstandigen Sdkular-Gleichung sind:

Ex=E*+Ey Ey=E*+Ey E,=E*+E, (35

Schlielich werden diese Werte mit der Vereinbarung Ex>
Ey > E den orthogonalen Hauptkoordinaten tijx = {i, j, k}
zugeordnet. Festzuhalten ist, dass allein die Anisotropie des

Deviators die Hauptkoordinaten bestimmt.

Alternative Séikular-Gleichung. Anschaulicher und mathe-
matisch einfacher programmierbar ist es, zuerst die Haupt-
richtungen tijk = {i, j, k} zu bestimmen. Bekanntlich haben
die Hauptwerte eines Tensors E die Eigenschaft, dass der
Vektor E-t wieder in Richtung des t-Vektors zeigt und der
Elastizititswert E(t) = E:-tt in den Hauptrichtungen mit t —
tijk = {i, j, k} ein Maximum/Minimum mit V(E--tt) =0 hat.
Dazu wird mit dem Einheitsvektors t als Suchstrahl eine
Halbkugel nach in den 3 Hauptrichtungen t = tijx liegenden
Nullstellen abgetastet. Die diesen Richtungen tijx zugeord-
neten 3 Hauptwerte Exy, sind:

Ex =E-titi E,=E-tjt; E,=E"ttx (36)
Longitudinaler/transversaler Deviator. Zugrunde liegt ein
homogener, isotroper Festkorper mit dem Schermodul G
[Pa]. Der zugehorige Elastizitéits-Tensor Etrans ist symmet-
risch und spurlos und stellt damit einen Deviator dar.

0 Gij Gik
E*trans = Gji 0 ij (3 7)
Gki Gkj 0

Dieser hat nach (28) — (30) die Invarianten I, I und I3 und
damit die — verkiirzte - Sdkular-Gleichung (39).
11 =0 12 = -2G2

I; = -3G (38)

E®-2G*E*-3G*=0 (39)
Mit den - durch Einsetzen nachpriifbaren - Losungen

Ey=2G (40)

3
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ergibt sich damit die Diagonalform

2Gii 0 0
E*long = 0 -ij 0 (4 1)
0 0 -Gkk

Da bei Isotropie alle Richtungen gleichwertig sind, gelten
auch die Losungen G(-ii + 2jj — kk) und G(-ii - jj + 2kk).
Die durch die Sékular-Gleichung verbundenen Deviatoren
Erans und E’iong sind gleichwertig. Mit G als Schubmodul
kann man E"wans als den transversalen Teil eines isotropen
Festkorpers deuten, in gleicher Weise ist E“long der longitu-
dinale Anteil mit dem Elastizititsmodul E =2G. Diese Be-
ziehung bestétigt mit dem vorausgesetzten Ausschluss der
Poissonschen Querkontraktion, v = 0 den bekannten Zu-
sammenhang G = %2 E(1+v). [1. S.334]

Die Kompatibilitits-Bedingungen gewihrleisten, dass die
Dichte in einem elastisch verformten Festkdrper stetig
bleibt und keine Diskontinuitédten auftreten. Schreibt man
dazu den transversalen Deviator (37) in der Form (42) und
beriicksichtigt die Asymmetrie der Tensoren (43) so folgt
Annihilation E’trans <> 0 und auch die Umkehrung.

E*wans = [(ij + ji) + (jk + Kj) + (ki + ik)] G (42)

ij=-ji jk=-Kj ki = - ij (43)

Zugstab.. Ein auf die Koordinate x ausgerichteter, homoge-
ner und isotroper Stab unterliege einer Spannung oy [Pa]
und hat bei einem Elastizitdtsmodul E, [Pa] die Verformung
Sxx = Oxx/Ev. Bei einer Querkontraktion v sind die Querver-
formungen syy = s,, = -v sxx. Damit besteht der Verfor-

mungstensor S und hat die Komponenten So + S* = S.

i 00 20 0
S=Su 0-vjj0O  S*=%S.(1+v) 0 -jj 0 (44,45)
0 0-vkk 0 0 -kk
So = %S,x(1-2v) U U=ii+jj+kk (46)

Haben die Verformungen So und S” die Elastizitits-Module
Eo und E” so besteht die Spannungs-Gleichheit in x-Achse
Gxx= By sxx = [EoSo + E"S*]--ii (47)
Damit wird der zusammengesetzte Elastizitdtsmodul E, auf
den Kompressionsmodul Eg = K und den Deviationsmodul
E* = Epev zurlickgefiihrt.

Dilatation (Dil). Rotation (Rot). Deviation (Dev). [6] Jeder
vollstéindige 3x3-Tensor W besteht nach W = Z*W aus den
3 notwendigen und hinreichenden und wechselseitig ortho-
gonalen Komponenten # = {Dil, Rot, Dev}.

W = Wpi + Wpey + Wrot (48)
WDil = 1/3 UuU--W WRot= Wasym = 1/2 U-xW (49,50)
Wpev = W - Wit — Wrot = Weym — Wil (51
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Am Beispiel des Verformungstensors W — Vs lassen sich

die einzelnen #-Komponenten veranschaulichen. (U =ii
+ jj + kk = Einheits-Tensor.)

Vs =Vspil + Vsrot +Vspev (52)
Vspi =" Udivs (53)
Vsrot =-%U X rot s = Vsasym (54)
Vspev = dev s = Vs,sym - Vspii =Vssym- % Udivs (55)

Dil: Die form- und winkeltreue Dilatation Vspi, geht auf
den skalaren div —Operator zuriick und ist als Kugel-Tensor
durch 1 Kennzahl festgelegt. Eine div s-Stérung breitet sich
in einem elastischen Kontinuum als Longitudinalwelle aus.
Rot: Der volumen- und formtreue Rotations-Tensor Vsrot =
VSasym ist asymmetrisch und ist durch den vektoriellen rot-
Operator bestimmt und hat 3 Bestimmungsgrofen. Wahl-
weise sind das die 3 Vektor-Komponenten oder der Betrag
von rot s und 2 Winkelwerte zur rdumlichen Festlegung der
Vektor-Richtung. Eine rot s-Stérung breitet sich als Trans-
versalwelle aus.

Dev: Der volumen- und richtungstreue Deviator Vspev. leitet
sich von dem 5-komponentigen, dyadischen dev-Operator
ab und entspricht einem Quadrupol. (Tab.1d-f) Eine dev s-
Storung pflanzt sich als Oberflaichenwellen fort.

Den in Tab.1b skizzierten Verformungsarten # wird je ein
Elastizititsmodul E4 und damit in linearer Néherung der
Spannungstensor T = E+Vs# [Pa] und die Volumenkraft fx
= div Ts [N/m?] zugeordnet. (Tab. 1k,I,m)

a. Dilatation (Dil)  Rotation (Rot) Deviation (Dev)
b. :- ______ -: ' =1 [l il ~1

1 1 I 1 1

: : , ' : :

! ! 2 o SEEEE 3

| S - - ~
c. Volumen-Anderung  Richtungs-And. Gestalts-And.
d. Monopol Dipol Quadrupol
e. divs = Skalar rot s = Vektor dev s = Dyade
f. spa=VO fir AD#0  srot=rot A $pev=V® // AO=0
g. div spi=divs rot SRot = rot s dev spev = dev s
h. rotspi=0 dev sror =0 div Spev =0
i. devspi=0 div sror=10 rot spev =0
k. Vspu=% Udivs Vsrot=-2U x rot s Vspev = dev s
I.  Aspu= " grad divs ASRot=Yarot rots Aspey=AVO =0
m. Epi=K [Pa] Egot = G [Pa] Epey =G [Pa]

Tab. 1. Reduktion des linearen elastischen Auslenkungsvek-
tors s und des 3x3-Tensors Vs auf die 3 irreduziblen, wech-
selseitig orthogonalen Verformungen Dil, Rot, Dev.
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