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Zusammenfassung

In einem anisotropen, linear-elastischen Festkorper haben
die 3x3-Spannungs- und Verzerrungs-Tensoren drei ortho-
gonale Hauptachsen, bestimmbar via Sdkular-Gleichung.
Mit auf diese Achsen ausgerichteten Haupt-Koordinaten re-
duziert sich ohne Verlust an Allgemeinheit der aus sechs
Komponenten bestehende symmetrische Tensor-Teil auf
drei Diagonalglieder. Diese bestimmen das longitudinale
Wellenfeld, so wie analog dazu die drei Seitenglieder des
asymmetrischen Tensor-Teils fiir das transversale Wellen-
verhalten maBgebend sind. Danach liegen die Slowness-
Vektoren auf Ellipsoiden. Erwartungsgeméll ndhern sich
diese mit abnehmender Anisotropie der Kugelform.

Einleitung. Aufgabenstellung

Im Wettstreit zur Prioritdt des Elastizititsgesetzes brachte
Hooke 1675 das Anagramm ceiiinosssttuv und drei Jahre
spiter die Auflosung: Ut tensio, sic vis. Frei iibersetzt: Ver-
formung und Spannung sind proportional. Beim 1D-Zustab
fungiert der skalare Elastizitdtsmodul als Proportionalitéts-
faktor. Beim anisotropen 3D-Festkorper verbindet Voigt [1]
den Verformungs- S [-] und den Spannungs-Tensor T [Pa]
durch eine Elastizitdts-Tetrade mit insgesamt 81 Koeffi-
zienten. Voigt kommt aus der Kristallphysik, sein gleichna-
miges, 1910 erschienenes Lehrbuch ist auch heute noch
Standard und identifiziert 32 Kristallklassen. Es gelang
ihm, iiber die innere Symmetrien die verschiedenen Klassen
nachzubilden, qualitativ nicht aber quantitativ. Ein solcher
Zugang ist fiir technische Belange weniger geeignet.

Die Voigtsche Theorie macht keinen Gebrauch von zwei
wesentlichen Tensor-Dispositionen: (i) Jeder 3x3-Tensor
hat drei orthogonale Hauptachsen, dies gilt auch fiir jede
noch so komplizierte Anisotropie. (ii) Alle anisotropen
Festkorper —auch die 32 verschiedenen Kristallklassen — ha-
ben nach Stokes nur drei irreduzible Verformungsarten #
={Dil, Rot, Dev}: Die Dilatation (Dil) umfasst die Volu-
menénderung, die Rotation (Rot) die Lagedrehung und die
Deviation (Dev) die Gestaltsdnderung. Diese Komponenten
sind wechselseitig orthogonal und kénnen so getrennt be-
handelt werden. Mathematisch entspricht Dil dem skalaren
div-, Rot dem vektoriellen rot- und Dev dem dyadische
dev-Operator. Dabei ist die Dilatation durch 1, die Rotation
durch 3 und die Deviation durch 5 Kennzahlen bestimmt,
was mit 1+3+5=9 den 3x3=9 Koeffizienten der S- und T-
Tensoren entspricht.

Nicht zuletzt hat Voigt dem Boltzmann-Theorem folgend
nur die symmetrischen Verformungs- und Spannungstenso-
ren zugelassen und die antisymmetrischen Terme a priori
ausgeschlossen. Daflir musste er die stringente Tensor-Ma-
thematik aufgeben und mit der Aufnahme ungelegenen
Extra-Notationen auf deren innere Logik verzichten. Eine
kompakte Darstellung der Voigtschen Theorie findet sich
bei Altenbach. [2].

Ziel ist eine Alterative zur Voigtschen Theorie. In der Vor-
gingerarbeit [5] konnte dazu die Longitudinalwelle auf die
symmetrische Tensor-Komponente zurlickgefiihrt werden.
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Hier soll der bei Voigt a priori ausgeschlossene asymmetri-
sche Tensor-Teil zur Beschreibung der Transversalwelle
einbezogen werden.

Der Einfachheit und Bestimmtheit wegen sei der anisotrope
Festkorper homogen, verlustfrei und allseitig unbegrenzt,
so dass alleinig querdehnungsfreie Raumwellen bestehen
und Oberflacheneffekte ausgeschlossen sind. Zum Anfang
dienen beliebig orientierte kartesische Hilfs-Koordinaten x
= [xi, yi, zk} dazu, um via Sdkular-Gleichung die 3 ortho-
gonalen, vom deviatorischen Elastizitditsmodul abhéngigen
Haupt-Achsen zu bestimmen und diese zu den ausgezeich-
neten Haupt-Koordinaten x = [xi, yj, zk} zu machen. Da
beide Systeme x und x nur gegeneinander verdreht sind, lie-
fern sie gleiche Ergebnisse, das Hauptachsen-System x je-
doch ist rechentechnisch sehr viel einfacher und transparen-
ter. Um auch gekriimmte Wellenwege zu beschreiben, wer-
den zu den Global-Koordinaten x zusétzlich die in einem
Feldpunkt © = O(x) fixierten lokalen Koordinaten des be-
gleitenden Dreibeins {&t,n.b} eingefiihrt, mit der einsnor-
mierten Wellenrichtung t [-].—Vektoren und Tensoren sind
durch Fettdruck markiert. a-b, axb und ab sind skalares,
vektorielles und dyadisches Produkt der Vektoren a und b.
Ubernommen wird die Vereinbarung ab:-ed = a-c b-d,
diese gewihrleitet Kommutativitdt und macht Rechts- und
Links-Multiplikationen obsolet.

Verformung.

Um die Vorteile der linearen Theorie mit Superposition und
Orthogonalitdt nutzen zu konnen und um die diffizile Un-
terscheidung von Euler- und Lagrange-Beschreibung zu
vermeiden, werden nur kleine — stringenter: infinitesimale -
elastische Auslenkungen s = s(x,t) [m]

s=sxitsyjt+s, k

(1)

und mitm, n= {x,y, z} und m, n = {i, j, k} und der Schreib-
weise Smn = OSm/OxXn der fiir die lineare Verformung rele-
vante, aus 9 unabhéngigen Komponenten bestehende Ten-
sor Vs [-] bzw. der zugeordneten Matrix S [-] zugelassen.

Sxx Il Sxy if sxz ik Sx.x
SyxJi Syyjj SyzjK  —S= syx syy
s.x ki s,y Kj s.. kk

Sxy  Sxz
Syz (2)

Szy Szz

Vs =

Szx

Nach der Helmholtz zugeschriebener, aber auf Stokes 1845
zuriickgehender Feststellung ldsst sich jede infinitesimale
Verformung als Summe einer Dehnung, einer Rotation und
einer Deformation darstellen. So besteht — wie bei allen 3x3-
Tensoren — auch Vs aus 3 irreduziblen Komponenten, einer
dilatorischen (Vs)pii, einer rotatorischen (Vs)pi und einer de-

viatorischen. (Vs)pii [2, 3]. U =ii+jj+kk = Einheits-Tensor)

Vs = (VS)pit + (VS)Rot + (VS)Dev 3)
(Vs)pii =% Udivs (VS)rot =— %Uxrots )
Vspev =devs = VSsym — Vspit = Vssym — % U div s ®)



Dil: Die form- und winkeltreue Dilatation geht auf den ska-
laren div-Operator zuriick und ist als Kugel-Tensor durch
eine Kennzahl festgelegt. Eine div-Storung breitet sich in
einem elastischen Kontinuum als Longitudinalwelle aus.
Rot: Der volumen- und formtreue Rotations-Tensor Vsrot =
VSasym ist schiefsymmetrisch, ist durch den vektoriellen rot-
Operator festgelegt und hat 3 Kennzahlen. Wahlweise sind
dies die drei Vektor-Komponenten oder der Betrag rot s
und zwei Winkelwerte zur rdumlichen Festlegung. Eine
rot-Storung breites sich als Transversalwelle aus.

Dev: Der volumen- und richtungstreue Deviator Vspey =
dev s ist spurlos, leitet sich von dem fiinf-komponentigen
dyadischen dev-Operator ab und stellt eine Quadrupol dar.
Eine dev-Storung verursacht eine Oberflichenwelle.

Den in Tab.1b skizzierten Verformungsarten # ={Dil, Rot,
Dev}wird je ein Elastizitdtsmodul E4 und damit in linearer
Néaherung der Spannungstensor T# = E#Vs« [Pa] und die Vo-
lumenkraft fy=div T# = Ex Ass. [N/m’] zugeordnet.

a. Dilatation (Dil)  Rotation (Rot) Deviation(Dev)
b. :— ______ -: [ ——= ¥ [l =1

1 1 ' 1 1

1 1 o 1 1

1 I | I 1

' ' g, ! [ E— L1

beccmaa = =~
c. Volumen-Anderung  Richtungs-And. Gestalts-And.
d. Monopol Dipol Quadrupol
e. divs = Skalar rot s = Vektor dev s = Tensor
f. spa=VO fiir AD#0 SRot = ot A Spev=V® // AO=0
g. Vspu=%Udivs Vsro=-%U xrot s Vspev = dev s
h. Aspu="; grad div s AsRot = Yarot rot s Aspev=AV®D =0
i. Epi=K [Pa] Egrot = G [Pa] Epev=G [Pa]

dev spev = dev s
div spev = 0
rot spev =0

rot srot = rot s
dev sror =0
div Sror=0

k. divspi=divs
l. rotspu=20
m. devspi=0

Tab. 1. Reduktion des linearen elastischen Auslenkungsvektors s
und des 3x3- Tensors Vs auf die 3 orthogonalen, irreduziblen Ver-
formungstypen Dilatation (Dil), Rotation (Rot) und Deviation
(Dev). Die Zeilen k, 1 und m beschreiben deren wechselseitige Or-
thogonalitdt. [7].

Nicht nur die Gradienten-Dyade Vs, sondern alle 3x3-Ten-
soren V={Vs, S, T, E} sind auf die #, #* = {Dil, Rot, Dev}-
Komponenten reduzierbar und haben beim Doppelskalar-
Produkt die Orthogonalitét (8).

V = Vbit + VRet + Vpev (6)
Vou =%UU--V = sp{V} U @)
VRot = 1/Z\Iasym =%UxV  Vpey = VSym - Vil

Vi Ve=0  fiir #% # # (8)

Elastizitats-Tensor.

Aufgabe ist die Bestimmung der elastischen Eigenschaften
eines unbekannten, anisotropen Festkorpers. Wenn dessen
Hauptachsen unsicher/unbekannt sind, wird von einer wiir-
felformigen Materialprobe (Fig.l) ausgegangen. Deren
Wirfelkanten spannen die kartesischen Erst-Koordinaten x
= [xi, yi, zk} auf. An dem Wiirfel lassen sich maximal neun
voneinander unabhéngige, lineare Kraft/Weg-Messungen
durchfiihren. MessgroBen sind die elastischen Verformun-
gen Sy, mn [-] und die Spannungen 6my, mn [Pa] an einer
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Wiirfelflache mit der Flichen-Normalen m ={i, j, k} und in
der Kraft-Richtung n ={i, j, k}. Die Kausalitit verlangt,
dass eine tensorielle sm, mn-Verformung eine Gm, mn-
Spannung bedingt, und umgekehrt. Das skalare Verhiltnis
von Spannung Gmn Und Dehnung sm, = OSm/OXn gibt den
richtungsspezifischen Elastizitdtsmodul
Em= Gmn/sm,n (10)
Diese aus den 9 Messungen gewonnenen En, Komponenten
bilden den Elastizitdts-Tensor E, bzw. die -Matrix E (11)
Exx H E&[ i.] Exzm Exx Exy Ex
E = Exiji Eyji Enjk —E =Ex_Ey, Ey,
szﬁ Ezy Ki_ Ezzg( sz_ Ezy _ Ezz

Nach der Voigtschen Theorie kann jede der 9 Gradienten-
Komponenten s, mit jeder der 9 Spannungen o, korres-
pondieren und kommt so auf 9 mal 9 = 81 Koeffizienten!

j .
TI—‘ Ezz / 4 hk EZZ‘ g, /J
EZY —_—2X
E)(Z
E N S
L=
E Eyx Eyur B«
Ex |
Ey ™ Eyy 8y

Fig. 1. Wiirfelformige anisotrope Materialprobe ohne Kenntnis der
Hauptachsen in den vorldufigen Koordinaten X = [xi, yj, zK]. Mit
diesem Modell bestehen an 3 Wiirfelflaichen in je 3 Richtungen 9
unabhdngigen Spannungs/Verformungs-Messungen und liefern
insgesamt 3 mal 3 = 9 Elastizitéits-Koeffizienten Emn = Gmn /Smin.
Fig. 2. Wiirfelformige anisotrope Materialprobe in den Haupt-Ko-
ordinaten X = [xi, yj, zK}. In diesem, auf die natiirlichen Haupt-
achsen ausgerichtetem System ist der symmetrische Teil des Elas-
tizitdts-Tensor (-Matrix) durch die 3 Diagonal-Module Exx, Eyy, Ez-
und der antisymmetrische nach Easym = G = -%2 g x U durch die
Vektor-Invariante g = {Ey,i + Exj + Exy k} bestimmt.

Der 3x3-Tensor E [Pa] liefert zusammen mit der Transpo-
nierten ET eine symmetrische Esym und eine antisymmetri-
sche Easym Komponente.

E = Esym + Easym (12)
Eaym =% {E—-E"} =Egot (13)
Esym =% {E+E"} =Epiv+Epev (14)

Die symmetrische Dyade Esym mit 6 Kenngrofien (15)

Exii V2(ExytEyii Y2(ExtEx)ik
Esym = VA(EyxtEq)ji Eyii A(Ey+Ez)jk
Y(EntEx) Ki V2(EntEy K] E.. kk

lasst sich ohne Verlust an Allgemeinheit iiber die klassische
Sikular-Gleichung det (Esym — EU) = 0 tiber die kubische
Gleichung (16) und den sékularen Konstanten 1; 53

E’+ B>+ LE+13=0 (16)
i = Ex + By + Ez, = 7 Spur {Esym} (17)
L~ % [Ii*(Esym) — [i(Esym’)]  I5 = det {Esym} (18,19)
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auf die 3 wesentlichen Kenngroen Egm = {Exx, Eyy, Ez}
bringen. [zB. 2] und man erhilt den Diagonal-Tensor Esym
in den Haupt-Koordinaten (*)

E«xii0 0
Esym=0 Eyy jj 0
0 0 E.kk

= Enii+Eyjj+E.kk  (20)

Die Sakular-Umformung selbst verursacht keine physikali-
sche Veranderung und beschreibt lediglich die Drehung des
in x Koordinaten gegebenen symmetrischen Tensor Esym
auf den in den Haupt-Koordinaten x gegebenen Diagonal-
Tensor Esym, entsprechend dem Dreh-Dyade D (22)

ESym = D'ESym D= ESym'ESym-1 (21, 22)

Wird D auf den in den Hilf-Koordinaten x = [xi, yi, zk}
gemessenen Tensor E (11) angewandt, so ergibt sich der in
den Haupt-Koordinaten x = [xi, yj, zk} malgebende Elas-
tizitdts-Tensor E

Exxii  Exyij Exik
E=DE=-Eyji Eyjj Eyjk (23)
-Ex.ki -Ey.Kkj Ez.kk

Die Diagonal-Glieder entsprechen erwartungsgemafl dem
Diagonal-Tensor Esym. (20). Die Seiten-Glieder Emn = -Enm
mit m # n beschreiben den asymmetrischen, transversalen
Elastizitats-Tensor Easym.

0 Egij Exik
Easym = —Egji 0 Egjk (24)
_Exz ki _Eyz kj 0
Mit der Vektor-Invariante g [Pa] von Egsym
g=Ey,,i+Ewj+tEyk (25)

erhilt man die im Weiteren zweckmiBigere Schreibweise

EAsym == gx U (26)

(*) Dank seiner Kugel-Form bleibt der dilatorische Tensor

Epiv = Epiv = Spur {Epiv} U = Spur {Epiv} U (27)
bei einer Drehung D unveriandert und kann nach
E - Epiv = Epey (28)

herausgenommen werden. Die Diagonalisierung des spur-
losen Deviators Epey anstelle von E vereinfacht sich wegen
I = 3 Spur{Epev} = 0 auf die reduzierte Kubik-Gleichung
E'* +LE+1;=0 (29)
Wesentlich ist, dass allein der Deviator Epev die 3 orthogo-
nalen Hauptachsen des anisotropen Festkdrpers bestimmit. -
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Die nach Fig. 1 in den Hilfs-Koordinaten x durchgefiihrten
Kraft/Weg-Messungen konnen direkt auf den in Fig. 2 in
den Haupt-Koordinaten x = [xi, yj, zk] gegebenen Material-
wiirfel ibertragen werden. MessgrofB3en sind wieder die Ver-
formungen sy smn [-] und die zugehorigen Spannungen Gun
mn [Pa] an einer Wiirfelfliche mit der Flaichen-Normalen
m ={i, j, k} und in den Kraft-Richtungen n ={i, j, k}. Auch
hier verlangt der Kausalitit geméal eine tensorielle Sy mn-
Verformung eine Gmn mn-Spannung und umgekehrt. Das
skalare Verhiltnis von Spannung Gmy und Dehnung sp, =
OSm/Oxn gibt den richtungsspezifischen Elastizititsmodul
Emn = Gmn/Smp. Die Umformung
Gmn = Emn Smn (30)
stellt die Hooke’sche Proportionalitit in Komponenten-
Form dar. Mit den Matrizen S = {smn} = {0Sm/OXn}, E =
{Emn}und T = {Omn} und der Hadamard-Multiplikation E--S
gilt die Matrizen-Schreibweise:
T=E-S 31
Longitudinalwellen

Zur Beschreibung ciner Wellenbewegung im anisotropen
Festkorper werden zusétzlich die im betrachteten Feldpunkt
O = O(x) fixierten, begleitenden Dreibein-Koordinaten
{&t,n.b} [m] eingefiihrt. t, n und b sind einsnormiert: t-t =
n'n =b-b =1 und sind wechselseitig orthogonal: t-n =n-b
=b-t= 0. Dabei zeigt der Tangentenvektor t [-] in die lokale
Wellenrichtung ¢ = ct [m/s]. Die Normale n hat die Rich-
tung der lokalen Bahnkriimmung R [rad/m] und die Bi-
normale b ist senkrecht zu t und n.
R!=tvt

t=clc (32, 33)

n=RTR b=txn (34, 35)

Eine Longitudinalwelle der (Kreis) Frequenz o [rad/s], der
Wellenzahk k [rad/m] und der Wellengeschwindigkeit ¢ =
@/k [m/s] hat in den Dreibein-Koordinaten die Auslenkung

s = s(&,t) (36) und den Gradienten Vs (37)

s=atsin(ot—k§) —
Vs = ak tt cos (ot — k&)

(36)
(37

Die Longitudinalwelle in Richtung tt setzt sich entspre-
chend [6] aus einem dilatorischen %3[tt + nn + bb] und ei-
nem deviatorischen Anteil %5[2tt - nn - bb] so zusammen,
dass sich entsprechend der vorausgesetzten allseitig unbe-
grenzten Ausdehnung sich die Querdehnungen nn und bb
gerade auftheben.

Vs

m =tt= 1/3[tt +nn+ bb] + 1/3[2tt -nn - bb] (37')

Ausgangspunkt ist der via Sdkular-Gleichung gewonnene,
diagonale Elastizitits-Tensor

Esym = Exy ii + Eyy jj+ Ex Kk (20)



In Richtung des Wellen-Vektors t besteht der skalare Elas-
tizitdtsmodul E(t)
E(t)=E--tt Exx (i't)? + Eyy (j-t)> + E.. (k't)>  (38)
Der in i-Richtung wirkende Elastizitdtsmodul Exx gibt zu-
sammen mit der Dichte p [kg/m?] die longitudinale Wellen-
geschwindigkeit c,. Dasselbe gilt fiir die beiden anderen
Hauptrichtungen ¢y und c;:

=VEwp) o =VEynp) c.=VEp) (39
und man erhélt damit die richtungsabhingige Wellenge-
schwindigkeit c(t) = V(E(t)/p)

() =[E(®/p]"? = [e (07 + ¢, (-t + E2 (k-tP]!? (40)

Fiir t =1, j, k ist die Kriimmung R = t-vt = 0 und bestitigt
die eingangs postulierte geradlinige Wellenausbreitung in
den Hauptachsen.

Die Skalarprodukte it , jt, ket in (40) sind die bekannten
Richtungskosinuse des Vektors t gegeniiber den ortsfesten
Achsen i, j und k und erfiillen mit r> = x*> + y?> + z* die
Identititen

i't=cosa=x/r jt=cosP=y/r kt=cosy= zr (41)

Damit schreibt sich die Wellengeschwindigkeit ¢ = c(t) als
Funktion der Koordinaten X, y, z.

c? = ¢ (x/1)? + ¢ (y/r)? +c2(z/r)? (42)

Fiihrt man anstelle der Wellengeschwindigkeiten ¢ und cyy,
deren Reziprokwerte - die Slowness 1/c = ¢! und 1/cyy, =
Cxyz ! - als Feldparameter ein, so wird

1= (er)? [(x/ex ) + (yley ) + (/e )? (43)

und man erkennt die bekannte Ellipsoid-Gleichung mit den
3 reziproken Hauptgeschwindigkeiten — den Slowness-Pa-
rametern ¢!, ¢y, ¢,”! als Ellipsoiden-Achsen. (Fig. 3). Die
richtungsabhidngige Wellengeschwindigkeit stellt eine ste-
rische Inhomogenitdt dar. Analog einer rdumlichen Inho-
mogenitdt verursacht diese eine Strahlenkriimmung in
Richtung der kleinsten Wellengeschwindigkeit.

= =
] ]T

Fig. 3 Slowness-Ellipsoid. In einem anisotropen Kontinuum liegt
die von der Richtung abhingige reziproke Longitudinalwellen-
Geschwindigkeit 1/c — die slowness —auf einem Ellipsoid mit den
3 Hauptachsen 1/cx. 1/cy und 1/c.. Entsprechend der Vereinbarung
mit Exx > Eyy > Ezz. ist 1/c, > 1/cy > 1/cx.

Demgegeniiber sind die nach dem Voigt-Formalismus
berechneten Slowness-Raumflichen sehr viel kompli-
zierter. [4] In Richtung der Hauptachsen konnen beide
Verfahren zur Deckung gebracht werden, nicht aber in
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den Zwischenbereichen. Insofern bietet sich eine Slow-
ness-Vermessung als Experimentum crucis an.

Transversalwelle
Die in t-Richtung laufende Transversalwelle (44) besteht
hilftig aus Rotation % [nt - tn] und Deviation Y [nt + tn]

s =an sin (ot — k&) Vs =aknt cos (ot—k&) (44)(45)

Vs

akcost@i—kp — Mt =% [nt-tn]+ % [nt+tn]

(45
Ausgangspunkt ist der asymmetrische Elastizitdts-Tensor
Easym fiir den hier der Konvention und der Einfachheit ent-
sprechend der Schermodul Easym = G eingefiihrt wird. Mit
der Vektor-Invarianten g (25) ergibt sich die hier zweck-
méBigere Schreibweise fiir den Schermodul G
G =gxU=(E,i tExj +tExKkxU (40)
Eine in t-Richtung laufende Transversalwelle unterliegt
dem Schermodul
Gt)=Gxt= (Ey,i +Exj tEx K xUxt 47)
Speziell sind mit t = {i, j. k} die Schermodule in Richtung
der Hauptachsen

G() =Ey. (Kj- jkyxi =Ey, (jj + kK) (48)
G(j) =Ex (-ki+ik)xj =En (ii +kK) (49)
G(K) = Ey (ji - ij)xk =Ex (ii +jj) (50)

und haben die zugeordneten transversalen Wellengeschwin-
digkeiten cxy.. -
ex=V(Ep/p)  ¢y=V(Ealp) e =V(Ey/p) (51)
Die in xi-Richtung laufende Scherwelle unterliegt dank der
2D-Isotropie (jj + kk) des Schermodul G(i) (50) keiner Dre-
hung der Polarisationsebene. Dasselbe gilt auch fiir die yj-
und zk-Richtungen.

Analog zum longitudinalen Fall liegen auch die transversa-
len Slowness-Vektoren c(t)! auf einem Ellipsoid und es
kommt ebenfalls zu einer Strahlenkriimmung in Richtung
der kleinsten Wellengeschwindigkeit.

A(t) = ol (i e () +el (kt) (52)
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