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Zusammenfassung. 
Die Diskussion um die „One-Way/Two-Way Wave 
Equation“ bringt immer wieder die Zerlegung der 
klassischen akustischen Wellengleichung in zwei 
Teilgleichungen. Formalmathematisch wird dabei 
eine partielle Differentialgleichung (PDG) 2. Ord-
nung via Faktorisierung in zwei  PDGs 1. Ordnung 
aufgeteilt.  Dieses mathematische Standardverfahren 
ist physikalisch äquivalent der Separation einer ste-
henden Welle in zwei entgegengesetzt gerichtete 
Laufwellen. Selbst wenn bei Resonanzberechnungen 
nur die Lösung der Stehwelle gesucht ist, ist es ma-
thematisch sehr viel einfacher mittels den PDGs 1. 
Ordnung die beiden Laufwellen zu berechnen und 
diese zur Stehwelle zu superponieren.   

Auch bei den Gleichungen für Saiten-, Biege-, Tor-
sions- und Moens/Korteweg-Wellen handelt es sich 
ebenfalls um „Two-Way Wave Equations“ und es ist 
naheliegend, auch diese via Faktorisierung in „One-
Way Wave Equations“, – in PDGs. 1. Ordnung zu 
vereinfachen. Diese Umwandlung gilt nicht nur 
beim homogenen, sondern auch beim allgemeinen 
inhomogenen und verlustbehafteten Wellenleiter 
und gleichermaßen für Plan- und Kugel-Wellen. 

Einleitung. 

Die Wellenausbreitung in allen drei Aggregaten – 
Festkörper, Fluid, Gas – berechnet sich gemäß der 
Cauchy-Bewegungsgleichung = (PDG)  2. Ordnung. 
Der wirtschaftlichen Bedeutung wegen besteht trotz 
des hohen Entwicklungsstandes ein enormer Prob-
lemdruck. So verlangt die seismische Untersuchung 
geologischer Strukturen via FE- bzw. FD-Rechnung 
eine Auflösung mit Knoten im Giga- bis Tera-Be-
reich und CPU-Rechenzeiten von Tagen und Wo-
chen. [5 S.460]. Hinzu kommt die „One/Two-Way 
Wave“-Problematik: Eine PDG 2. Ordnung enthält 
grundsätzlich 2 Lösungen. Diese Doppeldeutigkeit 
verursacht bei den numerischen FE/FD-Rechnungen 
Phantomeffekte, zu deren Ausschaltung gibt es der 
wirtschaftlichen Bedeutung wegen einen umfangrei-
che Literatur- und Patent-Stock.  

Altbekannt ist die Faktorisierung von reduziblen 
Differentialgleichungen. [1,2] Speziell die Faktori-
sierung – Dekomposition, Intersektion – von partiel-
len Differentialgleichungen behandelt [3] und emp-
fiehlt als umfassenden Überblick [4] mit dem im 
Vorwort aufgestelltem Anspruch „accessible to any-
one with a background in algebra and analysis at the  

level of a first year graduate student“. 

Hier ist die Aufgabe gestellt, das Lösungsreservoir 
der Faktorisierung zu erweitern, vom homogenen 
auf den allgemeinen inhomogenen Wellenleiter. 
Nicht zuletzt sollen auch die bekannten PDGs 2. 
Ordnung der anderen, auch der nicht-akustischen 
Wellenarten formalmathematisch faktorisiert wer-
den. – Unabhängig davon ist mit Zulassung einer 
komplexen Wellengeschwindigkeit auch der verlust-
behaftete Wellenleiter erfasst. 

Faktorisierung bei homogenem Wellenleiter. 

Longitudinalwelle. Ausgangspunkt ist der homo-
gene, isotrope und verlustfreie Festkörper, mit ge-
radliniger und ohne Einschränkung der Allgemein-
heit in x-Richtung verlaufender Longitudinalwelle. 
Deren elastische Auslenkung s = s(x,t) [m] folgt bei  
der Geschwindigkeit c[m/s], der Frequenz ω [rad/s] 
und der Wellenzahl k = ω/c [rad/m] der Gleichung 

   (1) 

und hat mit den in +x und in –x-Richtung laufenden 
Wellen zwei gleichwertige Lösungen  

s = so sin (ωt ± kx)   (2) 

Diese Doppeldeutigkeit ist bei numerischen FE-
problematisch und ob diesen Schwierigkeiten wurde 
immer wieder die Aufteilung der bekannten Wellen-
gleichung (1) nach a2 – b2 = (a + b)(a – b) in die bei-
den Laufwellen (3) und (4) vorgeschlagen. [zB.6] 

  
     (3)(4) 

Die Multiplikation der Teilgleichungen (3)(4) gibt 

=  (5) 

Da die Reihenfolge der Differentiationen unerheb-
lich ist, heben sich die beiden inneren Terme  

[  

auf und bestätigen damit die Faktorisierung. Im Ge-
gensatz zu Gl. (1) haben die Teilgleichungen (3) und 
(4) die Lösungen (7)(8) mit eindeutiger Laufrichtung 

s°  c s´ = 0    (3)  →  s = so sin (ωt  kx) (7) 

s° + c s´ = 0    (4)  →  s = so sin (ωt + kx) (8) 

Die mathematische Faktorisierung einer PDG 2. 
Ordnung in zwei voneinander unabhängige PDGs 1. 
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Ordnung entspricht der Separation der Stehwellen-
Gleichung (1) in die beiden entgegengesetzt gerich-
teten Laufwellen-Gleichungen (3)(4) und physika-
lisch dem Wechsel vom Kräfte- zum Impuls-Gleich-
gewicht. Um die bei doppeldeutigen FE- Rechnung 
auftretenden Phantom-Effekte auszuschalten wur-
den mit der Parabolisierung bewusst Verletzungen 
der Grundgleichung (1) in Kauf genommen, die Fak-
torisierung als Problemlösung blieb aber immer un-
genutzt.  

Transversalwellen. Bei Homogenität unterliegt eine 
Transversalwelle mit dem vektoriellen Ausschlag s 
und der Wellengeschwindigkeit c der Gleichung (9) 
Dank der Identität ·  = 2 = Δ folgt daraus direkt 
die faktorisierte Gleichung (10) 

s°°  c2 Δs = 0     (9) 

s°  c· s = 0    .  (10) 

Die Transversalwelle besteht nach [7] zu gleichen 
Teilen aus einem rotatorischen und einem deviatori-
schen Anteil, also s = ( s)Rot + ( s)Dev = 2( s)Rot. 
Mit der rotatorischen Komponente (11) erhält man 
direkt die Gleichung (12) der Transversalwelle. U = 
Einheitstensor, c·U = c. 

( s)Rot  = ½ U x rot s.    (11) 

s°  c x rot s = 0    (12) 

Weitere Faktorisierungen. Wie auch in Tab. 1 er-
sichtlich, haben die PDGs 2. Ordnung der anderen 
mechanischen Wellenarten – Saiten-, Biege- und 
Moens/Korteweg-Wellen – dieselbe Struktur und 
sind bei homogenem Wellenleiter gleichermaßen 
faktorisierbar, ebenso die elektromagnetischen Wel-
lengleichungen. Nicht übernommen wird, dass bei 
der mechanischen Wellen der asymmetrische und 
bei elektromagnetischen Wellen der symmetrische 
Tensorteil ausgeschlossen wird. 

Faktorisierung bei inhomogenem Wellenleiter. 

1D-Longitudinaler Wellenleiter.  Vorgegeben ist ein 
inhomogener, isotroper 1D-Wellenleiter mit von der 
Koordinaten x = xi abhängigen Dichte ρ =  ρ(x) 
[kg/m3], dem longitudinalen Elastizitätsmodul E = 
E(x) [Pa] und der ebenfalls ortsabhängigen,  lokalen 
Schallgeschwindigkeit c  = c(x) = √(E/ρ) [m/s]. Eine 
vektorielle Auslenkung s = s(x, t) [m] unterliegt dem 
konventionellem 1. Cauchy-Bewegungsgesetz  (s° = 
∂s/∂t, s°° = ∂2s/∂t2, t [s] = Zeit) 

ρs°°  2Es   = 0    (13) 

Wird in dieser PDG 2. Ordnung die Dichte nach ρ = 
E/c2 eliminiert, 

(Es)°°  c2 2 (Es)  = 0   (14) 

so hat (14) mit dem Term (Es) als Feldvariable die 
analoge Struktur wie (1) und kann faktorisiert, also 
in die PDGs 1. Ordnung  separiert werden 

(Es)° - c·  (Es)   = 0   (15) 

Bei der Longitudinal-Welle haben die Auslenkung s 
und die Ausbreitung c dieselbe Richtung und können 
ohne Verlust an Allgemeinheit mit s = s i und c = c i 
in Richtung der xi-Achse gedreht und mit auf Skalar-
form vereinfacht werden:    

  c   = 0  c = {+c,  c}     (16) 

Mit dem Helmholtz-Ansatz: (Es)/ = iω (Es) und 
der Setzung (Es)´ = (Es)/ wird  

iω (Es)  c (Es)´   = 0  → (ln Es)´ =  iω/c   (17) 

Nachprüfbar durch Einsetzen hat nach [8] diese 
Gleichung die Lösung, sic  

Es = E0s0 exp iω(t          (18) 

Daraus errechnen sich Schnelle v = s° [m/s] und der 
Druck p = (Es)´ [Pa]. 

v = iω/E  E0s0 exp iω(t    (19) 

p = - (iω/c) E0s0 exp iω(t    (20)  

Die lokale Impedanz z = p/v = E/c = ρc ist rein reell, 
damit wird die zeitgemittelte, lokale Wellenleistung 
n [W/m2] mit dem Gradient n´= - n (ln Ec)  [W/m3]. 

 n = n(x) = <pv>t  = ½ ω2 (Eoso)2/Ec (21) 
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