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Zusammenfassung

Es wurde die koordinatenfreie “One-way wave equation” auf
sphédrische Koordinaten umgeschrieben. Dazu war es notwen-
dig, Konsistenz zwischen den radialen Laplace-, Nabla- und
div-Operatoren herzustellen und den konventionellen, radialen
Gradienten Vr® = 0®/0r durch die hypothetische Vorschrift
Or®/ror zu ersetzen. Beide Versionen unterscheiden sich nur
durch den Nahfeldterm @/r, im Fernfeld mit r >> 0 besteht eine
asymptotische Anniherung. Uberraschend bringt der hypo-
thetische Gradient bei — und nur bei — Kugelwellen mit der
1/r-Entfernungsabnahme unerwartete Vereinfachungen: So
bleibt die Rechnung stets elementar und ohne die wattlosen,
imagindren Nahfelder. Auch werden die bei konventioneller
Rechnung auftretenden Bessel- und Legendre-Funktionen
obsolet. Dies gilt nicht nur fiir akustische sondern auch fiir
elektromagnetische Wellen.

Einleitung

Die konventionelle Berechnung elastischer Wellen folgt der
allbekannten, vor zwei Jahrhunderten von Cauchy paraphier-
ten 1. Bewegungsgleichung: Danach verursacht eine vektori-
elle, elastische Auslenkung s = s(x,t) [m] in einem Kontinuum
mit den ortsfesten kartesischen Koordinaten x={xex,yey,zez}
bei einem homogenen Elastizitdtsmodul E [Pa] = const. den
Spannungstensor T = EVs [Pa]. Die von T induzierte Kraft div
T = div EVs = EAs [N/m?] steht im lokalen Gleichgewicht mit
der von der Beschleunigung s°° = 9s/0t> [m/s?] verursachten
d'Alembert's Trigheitskraft ps®® [N/m?].

ps°®°—EAs = 0 )]

Mit der Verschmelzung von Dichte p [kg/m?] und E-Modul zur
Schallgeschwindigkeit ¢ = \/(E/p) [m/s] ergibt sich die fiir ein
homogenes Medium maf3gebende Wellengleichung

§°° —c?As = 0 )

Als partielle Differentialgleichung (PDG) 2. Ordnung liefert
diese grundsétzlich zwei voneinander unabhédngige Losungen.
Wie am quadratischen Geschwindigkeitsterm ¢? =(+c)? =(—c)?
ersichtlich, sind dies die beiden in den entgegengesetzten
Richtungen +c und —c laufenden Wellen, deswegen die Be-
zeichnung “Two-way wave equation”. Wegen dieser Doppel-
deutigkeit treten bei numerischen, seismischen FE- bzw. FD-
Wellenrechnungen irregulidre Phantom-Effekte auf, zu deren
Ausschaltung die unterschiedlichsten Hilfsgleichungen ent-
wickelt wurden, ohne dass sich bislang ein Ansatz durch-

setzen konnte. Zu dieser ,,One-Way/Two-Way“-Problematik
gibt es neben der Fachliteratur der wirtschaftlichen Bedeutung
wegen auch einen umfangreichen Patentstock [1,2,3].

Diese Schwierigkeiten waren mit Anlass, das Kréftegleich-ge-
wicht, zundchst hypothetisch, durch ein Impulsgleich-
gewicht, genauer: Impulsflussgleichgewicht zu ersetzen [4,5].
Kraft und Impuls sind verwandt und unterscheiden sich durch
eine Differentiationsstufe. Dazu wurde auf die von der
Karlsruher KPK-Schule eingefiihrte Impulseinheit Huygens
Hy = Masse mal Geschwindigkeit [Hy=mkg/s] zuriickgegrif-
fen. So besteht bei einer Schnelle s° = 0s/ot [m/s] der lokale
spezifische Impuls ps® [Hy/m?]. Pflanzt sich die Schnelle s°
mit der Schallgeschwindigkeit ¢ [m/s] fort, so ergibt das dya-
dische Produkt pes® einen kinetischen Impulsfluss mit der Di-
mension [Hy/s m?], also Huygens-(Hy) pro Zeit- und Flichen-
einheit. Auf der anderen Seite induziert eine elastische Verfor-
mung Vs den potentielle Impulsfluss T = EVs [Hy/s m?].
Wihrend die Cauchy-Kriftebalance flir ein infinitesimales
Volumenelement dV = dx dy dz gilt, erfiillen der kinetische
und der potentieller Impulsfluss in jedem Feldpunkt das lokale
Gleichgewicht

pes® —EVs = 0 3)

Diese Tensorgleichung skalar mit dem Geschwindigkeits-
vektor ¢ multipliziert, ergibt zusammen mit dem Stoffgesetz
(4) die vektorielle, partielle Differentialgleichung (PDQG)
1. Ordnung (5)

E = pc? “)
s°—c'Vs =0 ®)]

und stellt das Pendant zur kréftebasierten Wellengleichung (2)
mit einer PDG 2. Ordnung dar. In Tabelle 1 sind die beiden
Konzepte gegeniibergestellt.

Die Wellengleichungen (2) und (5) sind aufgrund des Vektor-
charakters koordinatenunabhingig und bei praktischer An-
wendung auf das ausgewdhlte Koordinatensystem umzu-
schreiben. Eine derartige Transkription ist an sich eine reine
Formsache. Wéhrend die Umschreibung auf Kkartesische
Koordinaten erwartungsgemédfl problemlos ist, trat bei den
sphirischen Koordinaten ein unerwarteter Konflikt auf:
Die konventionellen sphirischen Nabla V- und Laplace A-
Operatoren erfiillen nicht die Identitit V> = A. Als Schliissel
zur Losung erweist sich der Ersatz des konventionellen
radialen Nabla-Operators Vi® = 0®/0r durch die hypo-
thetische Vorschrift ord/ror.
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a Two-way Equation One-way Equation
b PDG 2. Ordnung PDG 1. Ordnung

c Kraft F=1J°[N] Impuls J [Hy]

d Newton N [kg m/s?] Huygens Hy [kg m/s]
e ps®°® —divEVs = 0 pes® —EVs = 0

f §°—c?As = 0 s°—c'Vs =0

g Losung PDG 2. Ordnung sp = sio exp i(ot £ kx)
h Losung PDG 1. Ordnung sp = sio exp i(ot — kx)

Tabelle 1: Gegeniiberstellung von der kréftebasierter Two-way und
der impulsbasierter One-way Wellengleichung. Zeile e enthdlt die
konstituierenden Kriéfte- bzw. Impulsbilanzen. Es resultieren die
Wellengleichungen in Zeile f. Die PDG 2. Ordnung liefert nach der
Zeile g eine doppeldeutige und die PDG 1. Ordnung nach Zeile h eine
eindeutige Losung.

Hier ist die Aufgabe gestellt, die konfliktbelastete Umschrei-
bung der vektoriellen ,One-way Wellengleichung® auf
Kugel-Koordinaten zu kliaren und experimentell nachpriifbare
Ergebnisse bereitzustellen. Dazu wird zunéchst auf die reine
Kugelwelle ohne die Legendre Winkelfunktionen einge-
schrinkt: @(r,9,0) — ®@(r). Vorweggenommen soll gesagt
werden, dass der kompliziertere, hypothetische Gradient
Oor®/ror gerade bei — und nur bei — Kugelwellen mit der
1/r-Entfernungsabnahme unerwartete Vereinfachung bringt.
So bleibt die Rechnung stets elementar und a priori ohne die
sperrigen, transzendenten Bessel- und Legendre-Funktionen
und ohne die wattlosen, imagindren Nahfelder.

Konsistenz, Nabla-Operator

Der Aufgabe entsprechend und gemif der Einschrankung auf
Zentralfelder mit rein radialen Funktionen @(r,5,0) — (1)
und s(r,9,0) = s(r) ist die reduzierte Kugelkoordinate r = rer
ausreichend. Auf die winkelabhéngigen Terme wird im An-
hang néher eingegangen. Relevant sind hier die in Tabelle 2,
Spalte ,,Konvention“ wiedergegebenen radialen Operatoren
Nabla-Gradient V:®, Divergenz div,s = Vs und Laplace
AD = V- V:®. Diese sind in allen Formelsammlungen enthal-
ten, der Bestimmtheit wegen wird [6, S. 733] herangezogen.

Operation Konvention Folgerung

a Gradient grad,® = V0 = % () Vi— V. = %
b Divergenz  divs=Vrs = rir;r s Vi—>V, = r‘zrazr
¢ Laplace AD=V20 = razr;r% ® V, >V, = %

Tabelle 2: Grad-, div- und Laplace-Operator fiir ein Zentralfeld in
symbolischer und Nabla-Schreibweise. Der Vergleich zeigt, dass
bei allen drei Ausdriicken jeweils verschiedene Nabla-Versionen
Vr = {Va, Vb, V¢! zugrunde liegen. Die allgemeine Identitit A = V?
wird aber nur von der Version V() = or()/ror erfiillt.

Offensichtlich bestehen drei verschiedene Nabla-Versionen:

or> or
»— (6)

r2dr ror

7]
Vr:{Va,Vb,Vc}:{E’
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Die Versionen V, und V, hintereinandergeschaltet, ergeben
ar?

den Laplace-Operator VyV.® = —— 22 _ A®. Aber weder V.

r2or or

noch Vj, erfiillen allein die allgemeine Identitdt [6, S.731]

V-V=V2=A 7

Die Radizierung A"? =V =V, = i:ers liefert schlieBlich eine

3. Version, die per se die Bedingung (7) erfiillt. Mit dieser
Begriindung wird der radiale Nabla-Operator
VD = er VD = 22 )

ror

als Hypothese iibernommen und ist dem konventionellen
Nabla-Operator in Tabelle 3 gegeniibergestellt. Die Kontroll-
rechnung

A =L UL _0 TP _ g g (9)

rdr ror ror Or

VVe

zeigt die Ubereinstimmung mit dem konventionellen Tafel-
wert A/® = @ + 20’/r und man erkennt die vereinfachte
Formel (Setzungen: @’ = 0®/or, ®"'= 6*®/0r?)

d ordo

ArCDZEW:(I'CD) rt=0"+2d/) (10)
Konvention Hypothese

avio - 2 - o vio = I _ o o

or ror
2

b dives = 22 = §42 sk dives= 22—+ gt
r? or ror
or? 0d . . 9 ord

¢ AD = Zarar Q2D = qu)*rar e

Tabelle 3: Gegeniiberstellung der konventionellen und der hypo-
thetischen Operatoren V:®, divis und A;®. Nach Zeile ¢ stimmen
beide Konzepte im Laplace-Operator A/® = ®'+2 ®’/r {iiberein,
nicht aber beim Gradienten- und Divergenz-Operator.

Punctum saliens: Bei der hypothetischen V:® = or®/ror
Differentiation der speziellen Funktion ® = W/r mit der bei der
Kugelwelle obligaten (1/r)-Abnahme, Setzung: ¥'= 0¥/or

an

bleibt die (1/r)-Eigenschaft erhalten, auch bei mehrmaliger
V: -Differentiation!

b4 oy
ViViVr..[n].. V= = —

r r or?

(12)

Diese vorteilhafte Eigenschaft zeigt sich in Tabelle 4 wenn die
spezifische Impedanz z = p/v einerseits nach der Tafel-vor-
schrift Vr® =0®/0r und andererseits entsprechend der
Hypothese Vi® = Or®/ror berechnet wird. In beiden Fillen
wird nach Zeile ¢ vom bekannten Geschwindigkeitspotential
G = G(r,t) [7, S. 33] ausgegangen und liefert nach den Zeilen
d und e die Schnelle v und den Schalldruck p und damit die
spezifische Impedanz z = p/v (Zeile f).
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a Konvention Hypothese

Nabla V,® = 22
ror

b Nabla V,® = 22
or

. Go . Go .
¢ G-Potential G= T oXp i(wt—kr) G= T xXp i(wt—kr)

d Schnellev  v=-2_-2+inG
ar r

G _ . NS

e Druckp p—pg—plcoG P=P pio G
_ (kp)? +ikr _p_pio_

f Impedanz z gfpc—l_‘_(kr)2 Z=07 5 CPe

Tabelle 4: Berechnung der spezifischen Impedanz z = p/v mit dem
konventionellen Nabla-Operator Vi® = 0®/0r [7, S.33] und dem
hypothetischen Nabla V:® = or®/ror.

Am Beispiel der spezifischen Impedanz z = p/v soll der
numerische Unterschied der beiden konkurrierenden Nabla-
Versionen aufgezeigt werden. Nach Tabelle 4 Zeile f wird die
auf pc normierte konventionelle Impedanz zx/pc auf Polarform
mit Amplitudenfunktion Ak [-] und Phase @k [rad] gebracht

_ (kr)? +ikr .
z/pc= T Gz Ak exp ipk (13)
kr
Ak = W (14)
@k = arc ctg kr = arc ctg 2mr/A (15)

Beim hypothetischen Konzept mit z /pc = 1 vereinfachen sich
Amplitudenfunktion Ay [-] und Phase ¢u [rad] zu

Ap =1 (16)

ou = 0 a7
In Abbildung 1 bzw. 2 werden die Amplitudenfunktion bzw.
die Phase der auf dem konventionellen und dem hypotheti-
schen Nabla-Operator basierenden Impedanzen verglichen.

15 T T T T
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Abbildung 1: Vergleich der Amplitudenfunktionen A bei der
sphérischer Wellenausbreitung in Abhéngigkeit von der normierten
Entfernung t/A [-] fir den konventionellen Nabla-Operator
V:® =0 /or und hypothetischen Nabla-Operator V:® = or®/ror. Bei
r/A = 1, bei einem Abstand r von einer Wellenldnge A, betrigt der
Amplitudenunterschied 1,2%. Bei /A > 3 wird der Unterschied
kleiner 0,1%. In der Praxis wird der Nahfeld-Einfluss meist vernach-
lassigt. In diesem Fall wire es einfacher, anstelle des konventionellen
direkt den hypothetischen Nabla-Operator einzusetzen.

m2g T T T T T T T
RIS . ]
0 /(P kK Konvention
[rad]
0
Oy Hypothese
-7/4 1 | 1 1 1 1 1
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Abbildung 2: Vergleich der Phasen ¢ bei sphérischer Wellenaus-
breitung in Abhéngigkeit von der normierten Entfernung 1/A [-] fiir
den konventionellen Nabla-Operator V:® = 6®/0r und hypotheti-
schen Nabla-Operator V:® = or®/ror. Bei r/A = 1 betrégt die Phasen-
differenz 0,158 [rad] = 9°. Bei 1/A > 3 ist der Unterschied < 3°. Nicht
nur in der Audiologie spielt die Phase eine untergeordnete Rolle.

Anhang A: Kugel-Koordinaten r, 3 und ¢

Operator r-Komp. 3-Komponente ®-Komp.
0P Lo P
i = — - I S
Gradient VO o & 75 ©° Fsin® 09 €
ar? oo i) dd sing %d
Laplace A® = Zar or

r2sin309 09 (rsing)? 0?2

Tabelle 5: Konventionelle Tafelwerte V@ und A® in Kugel-
Koordinaten r, 8, ¢ fiir die Funktion ® = ®(r,9,9) [6, S.733]. Nicht
nur bei der r-Komponente sondern auch bei der 3-Komponente ist die
Identitét V2= A [6, S.731] verletzt.

Anhang B: Zylinder-Koordinaten r, ¢ und z

Operator r-Komp. ¢-Komponente z-Komp.
0P 0P 0P
i =— + — +—
Gradient VO Pl » €o Pl
or 00 92 2P
= —— —_— + —_—
Laplace  A® rdr or r2 g2 0z2

Tabelle 6: Zusammenstellung der Tafelwerte V® und A® in Zylin-
der-Koordinaten r, ¢, z fiir die Funktion ® = ®(r,9,z) [6, S.733].
Bei der radialen Komponente ist die Identitit V2 = A verletzt.
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