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Einleitung

Hohe Frequenzen beziehungsweise in Relation zur Geo-
metrie kleine Wellenldngen stellen in der numerischen
Akustik hiiufig eine besondere Herausforderung dar. Die
klassischen Verfahren wie die Finite-Elemente-Methode
(FEM) und Boundary-Elemente-Methode (BEM) sind
aufgrund der erforderlichen feinen Vernetzung und damit
sehr groflen Gleichungssysteme nicht mehr effizient oder
gar nicht lésbar. Um diesem Problem zu begegnen,
wurden in der Vergangenheit verschiedene Verfahren
vorgeschlagen, die auf zeitgemittelten, energetischen
Groflen statt des oszillierenden Schalldrucks als primérer
Zustandsgrofle basieren. Thre glatteren Verldufe erlauben
eine weitgehend frequenzunabhéngige und wesentlich
grobere Diskretisierung, so dass sich im Allgemeinen
kleine, schnell 16sbare Gleichungssysteme ergeben.

Ein Vertreter dieser Verfahren ist die Energie-Boundary-
Elemente-Methode (EBEM) bei der nur der Rand des
Berechnungsgebiets diskretisiert wird. Zur Herleitung
der zugrundeliegenden Differentialgleichung sind ver-
einfachende Annahmen hinsichtlich der Wellenausbrei-
tung erforderlich. Hierzu z&hlen beispielsweise die Ver-
nachldssigung von Interferenzen, rdumliche Mittelung,
Fernfeldapproximationen sowie angenommene elementa-
re Wellenformen. Resultierend aus den jeweils getroffe-
nen Annahmen wurden von verschiedenen Autoren un-
terschiedliche Formulierungen der Methode hergeleitet,
von denen eine Auswahl im Folgenden vorgestellt wird.

Grundlagen der Energiemethoden

Es wird zunéchst die Leistungsbilanz fiir ein beliebiges
Kontrollvolumen €2, das wie in Abbildung 1 dargestellt
durch den Rand I" begrenzt wird, zu
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Abbildung 1: Das Kontrollvolumen 2 zur Aufstellung der
Leistungsbilanz.
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gefiihrte Leistungsdichte, 7qis die im Volumen dissipierte
Leistungsdichte und ¢, = q - n den Leistungsfluss be-
ziehungsweise die Intensitit in die duflere Normalenrich-
tung auf dem Rand I' des Kontrollvolumens. Mittels des
Gauflschen Integralsatzes kann das Oberflichenintegral
im letzten Term in ein Volumenintegral tiberfiithrt wer-
den. In differentieller Formulierung und unter Annahme
eines stationdren Zustands mit %—? = 0 folgt dann

(2)
Analog zur statistischen Energie Analyse (SEA) [5, 2]

wird die dissipierte Leistungsdichte proportional zur
Energiedichte zu

\Y% - q + Tdis = Tin-

3)
angenommen. Hierbei bezeichnet n den Verlustfaktor und
w die Kreisfrequenz. Das verwendete Dampfungsmodell
gilt unter der Annahme, dass die kinetische und poten-
tielle Energiedichte im Feld gleich sind. Dies ist im All-
gemeinen nicht gegeben, trifft aber unter anderem auf
fortschreitende ebene Wellen zu. Der Operator (...) kenn-
zeichnet in Gleichung 3 die zeitliche Mittelung iiber eine
Periode. Die zeitliche Mittelung ist eine weitere notwen-
dige Annahme zur Herleitung der Energieflussgleichung.
Wird sie auf die Bilanzgleichung 2 angewendet, ergibt
sich mit Gleichung 3

V- {a) + nw (w) = (Tin) - (4)

Zur Losung der partiellen Differentialgleichung 4
miissen die beiden unbekannten Gréflen (q) und (w) in
Relation gesetzt werden. Hierzu sind weitere Annah-
men erforderlich, die letztlich auf die verschiedenen im
néchsten Abschnitt vorgestellten Formulierungen fiihren.

(Trais) = nw (w)

Es sei angemerkt, dass im Rahmen dieses Beitrags nur
eine Auswahl betrachtet werden kann und in der Lite-
ratur weitere Variationen zu finden sind. So fiihrt bei-
spielsweise die Vernachlissigung von Fluidddmpfung auf
den Intensity Potential Approach [8] beziehungsweise ei-
ne vergleichbare Formulierung ausgehend vom Kirchhoff-
Helmholtz-Integral [9].

Betrachtete Formulierungen

Im Folgenden werden drei Formulierungen (1-3) betrach-
tet und die jeweils zugrundeliegenden Annahmen im
Einzelnen vorgestellt. Zur numerischen Losung sind im
Weiteren noch eine Diskretisierung der sich ergebenden
Randintegralgleichungen sowie die Definition von Rand-
bedingungen erforderlich. Diese Schritte werden jedoch
nicht detailliert betrachtet, da sie allen Formulierungen
gemein sind.



Annahme ebener Wellen (1)

Die resultierende Differentialgleichung dieser ersten For-
mulierung ist identisch mit der Energieflussgleichung der
EFEM fiir akustische Kavitéten [1]. Zur Losung der Glei-
chung wird jedoch abweichend als numerische Methode
eine BEM eingesetzt. Eine entsprechende Implementie-
rung ist in [7] beschrieben.

Der Formulierung liegt die Annahme zugrunde, dass das
akustische Feld als Uberlagerung ebener Wellen aufge-
fasst werden kann. Unter der zuséitzlichen Annahme einer
raumlichen, aber lokal begrenzten Mittelung lasst sich die
Relation

Q) = -9 (a 5

@=-29 () 5)
aufstellen [1]. Hierbei bezeichnet ¢y Schallgeschwindigkeit
und die Uberstreichung (.=.) kennzeichnet die zusitzliche
rdumliche Mittelung. Es gelten zudem die folgenden An-
nahmen [6]:

e Es liegt geringe Dampfung vor (n < 1).

e Die Fernfeld-Approximation ist giiltig
(kr>1mit k= 2).

co
e Es gilt bei rdumlicher Mittelung ein lineares Super-
positionsprinzip fiir Energiedichten. Dies entspricht
einer Vernachléssigung von Interferenzen.

Wird nun Gleichung 5 in Gleichung 4 eingesetzt, ergibt
sich mit
002 (i) + (1) = () ©)
— W w (W) = (Tin
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die Energieflussgleichung der EFEM. Sie entspricht der
Helmholtzgleichung mit rein imaginéirer Wellenzahl &’
i7% und kann analog dazu mit der BEM geldst werden.
Fiir das homogene Problem wird die Randintegralglei-
chung

e o) () x0) + [ ZEEE0) 0 () ar
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(qn) G1 (x,%0) dI (7)

aufgestellt. Die zugehorige Greensche Funktion und ihre
Normalenableitung lauten

efnkr
G1 (x,x0) = Tor (8)
und
0G (x,x0) e yr.n
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Bei Betrachtung der Gleichung 8 wird ein in der Lite-
ratur viel diskutierter Widerspruch deutlich: Wahrend
nach der analytischen Loésung der Helmholtzgleichung
die Energiedichte einer Punktquelle reziprok proportio-
nal zum Quadrat der Entfernung ((w) o< ;) abféllt, zeigt
Gleichung 8 einen einfachen antiproportionalen Abfall.

Die Formulierung kann somit das direkte Schallfeld von
Quellen nicht korrekt wiedergeben, bildet aber das Dif-
fusfeld in Innenrdumen gut ab. Dieser Umstand hat zur
Entwicklung der nachfolgenden Formulierung gefiihrt.
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Annahme sphirischer Wellen (2)

Anstatt ebener Wellen wird zun#chst das Wellenfeld eines
einzelnen Monopolstrahlers betrachtet. Wird die Dissipa-
tion im Fluid vorerst vernachléssigt und die Fernfeldan-
nahme getroffen, gilt in diesem Fall

r

(@) = co (w) —.

: (10)

Wird Gleichung 10 in Gleichung 4 eingesetzt ergibt sich
die modifizierte Energieflussgleichung zu
9 (w)

o (11)

(i +nk> (w) =5 (r).

Ihre Fundamentallsung lautet

ef'r]kr

G2 (x,%0) = (12)

4dmeor?
und zeigt im Unterschied zur Formulierung (1) denselben
Abfall der Energiedichte wie die analytische Losung.

Die Gleichung 11 ist nun jedoch von der radialen Koordi-
nate r und somit der Position der Quelle abhéngig. Auf
Basis dieser Gleichung kann daher keine direkte Formu-
lierung fiir beliebige Berechnungsgebiete erfolgen. Wer-
den jedoch inkohérente Quellen angenommen, gilt fiir die
Energiedichten wiederum das lineare Superpositionsprin-
zip und die indirekte Formulierung einer Randintegral-
gleichung in der Form

(w) (xg) = /FGQ (x,x0) o (x) dT. (13)

wird moglich [4].
Annahme sphirischer Wellen mit Beriick-
sichtigung zusétzlicher Nahfeldterme (3)

Die dritte hier vorgestellte Formulierung &hnelt der vor-
herigen, jedoch wird die zuvor getroffene Fernfeldannah-
me fallen gelassen. In diesem Fall gilt [3]

k22
0 2k2r2 +1

r

(a) = (w) X (14

und die beherrschende Differentialgleichung folgt zu
4k?r

2
<r+nk+cm%2+1f>@w

Die Fundamentallosung von Gleichung 15 wird in [3] zu

0 (w)
“or

=0(r). (15)

Gg (X,Xo) — %e—nkr+1/(1+2k2r2) (16)
bestimmt, wobei C eine unbekannte Integrations-
konstante bezeichnet. Sie wird bestimmt, indem die
Beziehungen zwischen Energiedichte, Intensitdt und
Eingangsleistung betrachtet werden. Insbesondere ist
die akustische Leistung gleich dem Oberflichenintegral
iiber die Intensitét. In [3] wird bei der Berechnung der
Integrationskonstanten die Intensitéit selbst jedoch iiber

Gleichung 10 mit der Energiedichte in Relation gesetzt
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und der Grenzwert des Oberflichenintegrals mit einer
Kugelfliche, deren Radius gegen null geht, berechnet.
Die Verwendung von Gleichung 10 scheint an dieser
Stelle jedoch widerspriichlich, da in der Herleitung der
zu losenden Differentialgleichung Gleichung 14 angesetzt
wurde.

Die Integrationskonstante C sowie die Greensche Funkti-
on fiir die Intensitét Hs wurden daher abweichend von [3]
wie folgt bestimmt: Mit der Fundamentallésung fiir die
Energiedichte aus Gleichung 16 und Gleichung 14 lautet
die Fundamentallosung fiir die Intensitét

777k1“+1/(1+2k2r2) E

H; (x,%0) = C—oo 0 ¢ :

(17)
Wird nun eine geschlossen Kugeloberfliche S betrachtet,
die die Quelle einschliefit, ergibt sich fiir die akustische
Leistung

P:/Hg(X,Xo)-ndS:
S

k‘200

77]k:r+1/(1+2k2r2)
2k%2r2 +1 ’

C - 4rr? (18)
Sie ist von der Entfernung zur Quelle r abhingig.
Eine physikalisch bedeutungsvolle Interpretation wird
moglich, wenn der ungeddmpfte Fall (n = 0) im Grenzfall
r — oo betrachtet wird. Es folgt

lim P = C4ncy.

r—00

(19)
Soll die Amplitude der Eingangsleistung also auf eins nor-

miert werden, muss

1
"~ dweg

(20)

gelten. Diese Losung entspricht der in Gleichung 12 im-
plizierten Integrationskonstanten.

Mit den hiermit definierten Greenschen Funktionen kann
analog zur Formulierung (2) eine indirekte EBEM ge-
nutzt werden.

Vergleich anhand eines numerischen Test-
falls

Die drei vorgestellten Formulierungen werden anhand
eines einfachen numerischen Testfalls verglichen.

Hierzu wird der in Abbildung 2 dargestellte kugelformige
Innenraum mit dem Radius R 1m betrachtet.
Der Kugelmittelpunkt féllt dabei mit dem Ursprung
des verwendeten Koordinatensystems zusammen. Bei

Xg = [—0,5 0 O]T wird eine Punktquelle platziert, de-
ren Quellstirke auf eine Schallleistung von P = 1 W in
1m Entfernung normiert wird. Als Ausbreitungsmedium
wird Luft mit p = 1,2kg/m?3 und ¢y = 340m/s ange-
nommen. Fiir die Winde wird eine schwach absorbieren-
de Randbedingung mit dem Absorptionsgrad o = 0,05
vorgeschrieben. Die betrachtete Frequenz ist f = 500 Hz.
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Abbildung 2: Kugelférmiger Innenraum mir Radius R=1m.
Koordinatenursprung im Kugelmittelpunkt, Punktquelle bei

[-0,5 0 O]T. Auswertung entlang der z-Achse (weif}).

Die Auswertung der Ergebnmisse erfolgt entlang der x-
Achse, welche in Abbildung 2 durch eine weifle Linie ge-
kennzeichnet ist.

Es wird zunichst mit 7 = 10~% eine geringe Fluidddm-
pfung angenommen. Abbildung 3 zeigt fiir diesen Fall die
in Schalldruckpegel umgerechneten Energiedichten der
drei Formulierungen. Es féllt unmittelbar auf, dass die
Formulierung (1) einen nahezu konstanten Pegel liefert,
wihrend die Formulierung (2) und (3) das Direktschall-
feld der Punktquelle vergleichbar gut abbilden. Dieses
Verhalten war aufgrund des bereits diskutierten Verhal-
tens der Fundamentallosung erwartet.

Ein bislang weniger beachteter Umstand wird bei Be-
trachtung der in Abbildung 4 dargestellten Schallinten-
sitdtspegel deutlich. Da die Intensitét sich in der Formu-
lierung (1) proportional zum Gradienten der Energiedich-
te verhilt, zeigt sich ein anderer Verlauf der Pegel und
die Formulierung (1) bildet das Direktschallfeld in unmit-
telbarer Ndhe zur Quelle korrekt ab. Zu den Réndern des
Berechnungsgebiets ergeben sich jedoch auch hier starke
Abweichungen zu den Formulierungen (2) und (3), welche
in unmittelbarer Nihe zur Quelle voneinander abweichen,
ansonsten aber einen nahezu identischen Verlauf zeigen.
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Abbildung 3: Schalldruckpegel auf Basis der Energiedichte
entlang der 2-Achse fiir geringe Dampfung (n = 10™%).

In einem zweiten Testfall wird fiir das ansonsten
unverdnderte Modell eine hohe Fluidddmpfung mit
n = 107! angenommen. Abbildung 5 zeigt fiir diesen Fall
wiederum die errechneten Schalldruckpegel. Die Formu-
lierung (1) kann den Einfluss der Punktquelle in die-
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Abbildung 4: Schallintensitéitspegel entlang der z-Achse fiir
geringe Dampfung (n = 10™%).

sem Fall zwar qualitativ besser wiedergeben, zeigt aber
nach wie vor erwartbar starke Abweichungen zu den For-
mulierungen (2) und (3), deren Ahnlichkeit unabhingig
von der Dampfung sehr grofl bleibt. Die in Abbildung 6
dargestellten Schallintensitétspegel fiir den Fall hoherer
Dampfung zeigen hingegen fiir alle Formulierungen sehr
gute Ubereinstimmung, einzig in unmittelbarer Néhe zur
Quelle wirkt sich die zusétzliche Beriicksichtigung der
Nahfeldterme in Formulierung (3) aus.

Dieser bemerkenswerte Umstand spricht dafiir, das alle
hier beschriebenen Formulierungen in vielen praxisrele-
vanten Szenarien moglicherweise dhnliche Ergebnisse fiir
die Intensitdt liefern und die Abweichungen der Formu-
lierungen untereinander gegeniiber dem zu erwartenden
Fehler aufgrund der gemeinsamen vereinfachenden An-
nahmen weniger stark ins Gewicht fallen. Obwohl Inten-
sitdt und Energiedichte grundsitzlich die gleiche Aussa-
gekraft besitzen sollten, sollte bei einer Validierung der
Methoden aus diesem Grund auch verstéirkt Augenmerk
auf die Intensitét gelegt werden.
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Abbildung 5: Schalldruckpegel auf Basis der Energiedichte
entlang der z-Achse fiir starke Dampfung (n = 1071).
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Abbildung 6: Schallintensitdtspegel entlang der x-Achse fiir
starke Dampfung (n = 1071).
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Zusammenfassung und Ausblick

Es wurden drei verschiedene Formulierungen der EBEM
sowie die jeweils zugrundeliegenden Annahmen vorge-
stellt. Anhand eines einfachen numerischen Testfalls
wurden die mit den jeweiligen Formulierungen gewon-
nenen Berechnungsergebnisse gegeniibergestellt und
verglichen. Dabei zeigen sich geringe Abweichungen
zwischen den beiden auf sphérischen Elementarwellen
beruhenden Implementierungen und es konnte festge-
stellt werden, dass auch unter Annahme ebener Wellen
die Intensitdt des Direktschallfeldes korrekt abgebildet
wird, wahrend die Energiedichte insbesondere bei schwa-
cher Dampfung nur unzureichend wiedergegeben wird.

Es werden weitere Untersuchungen mit anderen Randbe-
dingungen und komplexeren Geometrien angestrebt. In
diesem Zusammenhang sollte auch untersucht werden,
wie die Formulierungen sich verhalten, wenn die domi-
nierende Dampfung des Systems sich vom Fluid in Rich-
tung Wandabsorption an seinen Rédndern verschiebt.

Insbesondere ist - auch fiir komplexere Systeme - ein
Abgleich mit genaueren Berechnungsmethoden, wie bei-
spielsweise klassischer FEM und BEM, von Interesse.
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