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Einleitung
Die kontaktlose Messung von Temperaturverteilungen ist
in vielen Anwendungsgebieten von Interesse. Ein Beispiel
hierfür ist die Überwachung der Prozesstemperatur und
die Lokalisation möglicher Hotspots in Bioreaktoren.

Wegen der Temperaturabhängigkeit der Schallgeschwin-
digkeit von Fluiden kann deren Temperatur aus der
Laufzeit des Schalls bestimmt werden. Für ideale Gase
ist der Zusammenhang zwischen Schallgeschwindigkeit c
und absoluter Temperatur T in K nach

c =

√
κ
RT

µ
(1)

gegeben [1]. Dabei bezeichnet κ den Isentropenexponent,
R die allgemeine Gaskonstante und µ das Molekularge-
wicht des Gases. Für Flüssigkeiten kann die Abhängigkeit
c(ϑ), wobei ϑ die Temperatur in °C bezeichnet, im Allge-
meinen nicht exakt in ähnlicher Form wie Gleichung (1)
angegeben werden. Für Wasser wird deshalb meist ein
experimentell gefundener Zusammenhang, wie in [2] in
Form eines Polynoms 5. Ordnung angegeben, verwendet.

Aus der Laufzeit von Ultraschall kann nur die mitt-
lere Schallgeschwindigkeit c zwischen Sender und
Empfänger ermittelt werden. Diese ergibt sich für den
strömungsfreien Fall nach

c =
l

t0
= l

∫
γ

1

c(ϑ(γ))
ds

−1

, (2)

wobei γ den Integrationsweg der Länge l zwischen Sen-
der und Empfänger und t0 die für diesen Weg benötigte
Laufzeit bezeichnet. Wie aus Gleichung (2) ersichtlich
wird, erfolgt die Integration über dem Kehrwert der von
der örtlichen Temperaturverteilung abhängigen Schallge-
schwindigkeit. Aus diesem Grund und wegen der Nichtli-
nearität von c(ϑ) weicht die aus der gemessenen mittleren
Schallgeschwindigkeit berechnete Temperatur ϑ(c) leicht
von der tatsächlichen mittleren Temperatur ϑ ab.

Wird die mittlere Schallgeschwindigkeit entlang mehre-
rer Pfade in einer Ebene gemessen, kann daraus eine
Schätzung für die Temperaturverteilung in dieser Ebene
rekonstruiert werden. Dafür muss allerdings ein schlecht
gestelltes inverses Problem gelöst werden, was die Ver-
wendung geeigneter Rekonstruktionsalgorithmen erfor-
derlich macht. Damit beschäftigt sich der weitere Beitrag.
Zuerst wird die Messung von Temperaturverteilungen ge-
nauer betrachtet. Anschließend werden die verwendeten
Methoden zur Rekonstruktion sowie damit erzielte Er-
gebnisse vorgestellt.

Messung von Temperaturverteilungen
Für die Messung der Temperaturverteilung in
Flüssigkeiten werden 16 piezoelektrische Transdu-
cer gleichmäßig über den Umfang eines runden Beckens
verteilt. Jeder Transducer ist bündig in einer Bohrung
positioniert und wasserdicht verklebt. Er befindet sich
also in direktem Kontakt zum Messmedium, weshalb
Transducer eingesetzt werden, bei denen das Piezoele-
ment durch ein Kunststoffgehäuse geschützt ist. Die
verwendeten Transducer haben eine Resonanzfrequenz
von f = 1 MHz sowie einen aktiven Durchmesser von
10 mm und weisen daher ein stark gerichtetes Abstrahl-
verhalten auf. Das Ergebnis einer Schallfeldkartierung
mit einem Transducer dieses Typs ist in [3] zu sehen.
Aufgrund der gerichteten Abstrahlung sind von den
aus 16 Transducern theoretisch resultierenden 120
möglichen direkten Messpfaden nur 56 nutzbar. Durch
Ausnutzung der Reflexion der Schallwellen an der Wand
des Beckens können weitere 32 Pfade verwendet werden,
wodurch sich eine Gesamtzahl von 88 Pfaden ergibt.
Alle nutzbaren Pfade für einen sendenden Transducer
zeigt Abbildung 1. In Abbildung 2 ist das aus Acrylglas
gefertigte Messbecken mit den 16 Transducern zu sehen.

Abbildung 1: Für einen Sendetransducer aufgrund seiner
Abstrahlcharakteristik verwendbare Messpfade direkt (durch-
gezogen) und mit Reflexion an der Beckenwand (gestrichelt).

Zur Erzeugung des Sendesignals wird der Ultraschall-
Pulser STHV748 von STMicroelectronics verwendet, zur
Digitalisierung des Empfangssignals ein Oszilloskop. Da
die Transducer für verschiedene Pfade sowohl als Sender
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Abbildung 2: Becken aus Acrylglas mit einem Innendurch-
messer von 194 mm und 16 gleichmäßig über dem Umfang ver-
teilten Transducern zur Messung der Temperaturverteilung.
Oben im Bild ist ein Pt1000 Temperatursensor zu sehen, der
für Referenzmessungen verwendet wird.

als auch als Empfänger genutzt werden müssen, sind die-
se über eine Elektronik, die das Umschalten ermöglicht,
mit Pulser und Oszilloskop verbunden. Diese Elektronik
besteht aus 16 Relais mit Umschaltkontakt und einem
16:1 Multiplexer, die von einem Mikrocontroller gesteu-
ert werden. Durch die Relais erfolgt jeweils das Umschal-
ten zwischen Sende- und Empfangsmodus, mit dem Mul-
tiplexer wird der Empfangswandler ausgewählt, dessen
Signal an das Oszilloskop weitergegeben wird.

Die aufgenommenen Empfangssignale für alle Messpfade
werden an einen PC übertragen und zur Bestimmung der
jeweiligen Schalllaufzeit mit Referenzsignalen bekannter
Laufzeit verglichen. Die Zeitdifferenz zwischen gemes-
senem Signal und Referenzsignal kann entweder durch
Berechnung der Kreuzkorrelation oder durch Auswer-
tung des Kreuzleistungsdichtespektrums beider Signale
geschätzt werden [4]. Beide Methoden führen zu ähnlich
guten Ergebnissen. Die Standardabweichung der Lauf-
zeitmessung beträgt weniger als 1 ns, was bei Raumtem-
peratur und der gewählten Geometrie einer Standardab-
weichung der mittleren Temperatur entlang des gemesse-
nen Pfads von weniger als 4 mK entspricht.

Um aus den gemessenen Laufzeiten die örtliche Vertei-
lung der Schallgeschwindigkeit und in weiterer Folge der
Temperatur zu erhalten, werden die im Folgenden be-
schriebenen Rekonstruktionsalgorithmen eingesetzt.

Rekonstruktionsalgorithmen
Für die Rekonstruktion wird das Rekonstruktionsgebiet
räumlich diskretisiert. Dafür wird ein Verfahren aus [5]
verwendet, mit dem ein Kreis in Zellen gleicher Fläche
unterteilt werden kann. Er wird dazu in einen inneren
Kreis und N Ringe unterteilt, die wiederum in Zellen un-
terteilt werden. Insgesamt ergeben sich damit (2N + 1)2

Zellen, deren Werte der Schallgeschwindigkeit die Ele-
mente des Lösungsvektors x darstellen. Die Diskretisie-
rung ist in Abbildung 3 beispielhaft für N = 3 darge-
stellt.

Mit der Systemmatrix A, die den Messaufbau beschreibt,
und dem Messvektor b, der die mit der Pfadlänge gewich-
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Abbildung 3: Diskretisierung eines runden Rekonstruktions-
gebiets in Zellen gleicher Fläche.

teten, gemessenen mittleren Schallgeschwindigkeiten ent-
lang aller Messpfade enthält, lautet das zu lösende inverse
Problem

min
x
‖Ax− b‖2 . (3)

Die Elemente der Systemmatrix A enthalten die jewei-
ligen Pfadlängen je Zelle. Die Matrix A stellt damit die
Verknüpfung zwischen den Messwerten und dem diskre-
tisierten Rekonstruktionsgebiet dar.

Die Schwierigkeit bei der Lösung des inversen Problems
besteht darin, dass bereits kleine Störungen des Messvek-
tors b zu großen Fehlern der Lösung x führen [6]. Da b
rauschbehaftete Messdaten enthält, sind diese Störungen
stets vorhanden. Deshalb liefert die direkte Lösung des
inversen Problems im Allgemeinen sehr schlechte Ergeb-
nisse. Dem versucht die Tikhonov-Regularisierung ent-
gegenzuwirken. Die Tikhonov-Lösung xλ ist die Lösung
von

min
x
{‖Ax− b‖22 + λ2 ‖x‖22}. (4)

Der erste Term in Gleichung (4) misst die Anpas-
sungsgüte der Lösung. Durch gleichzeitiges Minimieren
des Ausdrucks ‖x‖22 wird versucht, den Einfluss des Rau-
schens in b auf die Lösung gering zu halten [6]. Der Para-
meter λ gewichtet beide Ausdrücke zueinander. Das Fin-
den eines geeigneten Werts für λ stellt eine Herausforde-
rung bei der Anwendung der Tikhonov-Regularisierung
dar, da es dafür keine allgemeingültige Methode gibt.

Neben der Tikhonov-Regularisierung eignet sich eine wei-
tere Methode besonders für die Rekonstruktion von Tem-
peraturverteilungen, wenn vorausgesetzt werden kann,
dass die Verteilung nur einzelne Hotspots aufweist und
sonst einen annähernd konstanten Wert hat. Ist das der
Fall, so ist der Gradient der Verteilung dünnbesetzt bzw.
zumindest komprimierbar und es können aus Compres-
sed Sensing [7] bekannte Methoden angewendet werden.

Ein Vektor heißt dünnbesetzt, wenn nur wenige seiner
Elemente ungleich 0 sind [8]. Da diese Bedingung in rea-
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len Anwendungen aufgrund von Rauschen im Allgemei-
nen nicht erfüllbar ist, gibt es die abgeschwächte Form
der Komprimierbarkeit. Ein Vektor heißt komprimierbar,
wenn sich nur wenige seiner Elemente deutlich von 0 un-
terscheiden und die meisten nahe 0 sind [8]. Ein kompri-
mierbarer Vektor minimiert die `1-Norm

‖x‖1 =

n∑
i=1

|xi|. (5)

In vielen Fällen liefert die Minimierung der `1-Norm auch
die dünnbesetzteste Lösung [9]. Die `1-Norm des Gra-
dienten eines Vektors x wird als Totalvariation ‖x‖TV

bezeichnet [10].

Zur Rekonstruktion der Verteilung der Schallgeschwin-
digkeit, aus der dann die Temperaturverteilung be-
stimmt werden kann, wird die Totalvariation des
Lösungsvektors x minimiert, während gleichzeitig das in-
verse Problem aus Gleichung (3) erfüllt sein soll. Es er-
gibt sich also das konvexe Optimierungsproblem [7]

min ‖x‖TV u. d. N. ‖Ax− b‖2 ≤ ε (6)

mit der vorzugebenden Fehlerschranke ε.

Aus den mit einer der beiden Methoden rekonstruier-
ten Werten der Schallgeschwindigkeit der einzelnen Zel-
len der Diskretisierung werden anschließend mit dem Zu-
sammenhang aus [2] die Temperaturwerte der Zellen be-
stimmt. Da das Polynom 5. Ordnung nicht geschlossen
nach der Temperatur aufgelöst werden kann, geschieht
dies iterativ.

Rekonstruktionsergebnisse
Das Ergebnis der Rekonstruktion einer simulierten Tem-
peraturverteilung mit den beiden im vorherigen Ab-
schnitt beschriebenen Methoden zeigt Abbildung 4. Das
obere Teilbild zeigt die angenommene Verteilung mit
zwei Hotspots unterschiedlicher Größe und Temperatur,
das mittlere das Rekonstruktionsergebnis mit Tikhonov-
Regularisierung und das untere mit Minimierung der `1-
Norm des Gradienten von x.

Die simulierten mittleren Schallgeschwindigkeiten wer-
den entsprechend Gleichung (2) durch numerische In-
tegration der angenommenen Verteilung entlang der
88 Messpfade bestimmt. Anschließend werden sie für
ein realistischeres Ergebnis mit Rauschen in der
Größenordnung der zuvor genannten Standardabwei-
chung der Laufzeitmessung mit dem realen Messaufbau
von knapp 1 ns überlagert, bevor die Verteilung rekon-
struiert wird. Für die Rekonstruktion mit Minimierung
der Totalvariation wird, wie in Abbildung 4 erkennbar,
eine feinere Diskretisierung gewählt als bei der Tikhonov-
Regularisierung, da dadurch ein kleinerer Anteil der Ele-
mente des Gradienten von x deutlich von 0 unterschied-
lich ist, was der Rekonstruktion zugutekommt. Die Dis-
kretisierung kann allerdings nicht beliebig fein gewählt
werden, da es sonst viele Zellen gibt, die von keinem
der Messpfade durchquert werden. Bei der Tikhonov-
Regularisierung ist eine zunehmende Unterbestimmtheit
des inversen Problems kein Vorteil, weshalb hier eine ver-
gleichsweise gröbere Diskretisierung genutzt wird.
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Abbildung 4: Rekonstruktion einer angenommenen Tempe-
raturverteilung mit zwei Hotspots verschiedener Temperatur
(oberes Bild) aus simulierten Laufzeiten überlagert mit Rau-
schen. Für den größeren Hotspot gilt ϑ = 22 °C, für den klei-
neren ϑ = 21 °C und für die Umgebung ϑ = 20 °C. Das Bild
in der Mitte zeigt das Rekonstruktionsergebnis mit Tikhonov-
Regularisierung, das untere mit Minimierung der Totalvaria-
tion.
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In den beiden Rekonstruktionsergebnissen in Abbil-
dung 4 ist zu erkennen, dass die Positionen beider Hot-
spots gut rekonstruiert werden können. Die Tempera-
turen stimmen bei der Minimierung der Totalvariati-
on deutlich besser mit der ursprünglichen Verteilung
überein. Das Ergebnis der Tikhonov-Regularisierung
zeigt außerdem deutlich stärkere Schwankungen der Wer-
te der Zellen außerhalb der Hotspots. Dies kann dazu
führen, dass Hotspots wie der kleinere der beiden, mit
nur einem geringen Temperaturunterschied, bei der In-
terpretation des Ergebnisses übersehen werden. Ist aber
nur dieser vorhanden, ist er eindeutig rekonstruierbar.

Abbildung 5 zeigt das Ergebnis der Rekonstruktion aus
Messdaten. Im oberen Teilbild ist das Ergebnis mit
Tikhonov-Regularisierung und im unteren das durch Mi-
nimierung der Totalvariation erzielte zu sehen. Für die
mit dem Aufbau in Abbildung 2 durchgeführte Messung
wurde mit einem Widerstandsdraht aus Konstantan lo-
kal Wärme in das Becken eingebracht, um einen Hotspot
zu erzeugen. Bei der Rekonstruktion durch Minimierung
der Totalvariation ist der Hotspot klar zu erkennen und
seine Position stimmt sehr gut mit der des Widerstands-
drahts überein. Auch mittels Tikhonov-Regularisierung
ist der Hotspot grundsätzlich auffindbar, durch Minimie-
rung der Totalvariation wird aber auch in diesem Fall das
deutlich bessere Ergebnis erreicht.

Zusammenfassung
Die Temperaturabhängigkeit der Schallgeschwindigkeit
ermöglicht die Rekonstruktion einer Temperaturvertei-
lung basierend auf ausreichend vielen Laufzeitmessun-
gen in einer Ebene. Für diese Rekonstruktion ist sowohl
die Tikhonov-Regularisierung als auch die Minimierung
der `1-Norm des Gradienten, also der Totalvariation des
Lösungsvektors, geeignet, wobei letztere hier zu besseren
Ergebnissen führt. Allerdings muss, damit die Minimie-
rung der Totalvariation angewendet werden kann, ange-
nommen werden können, dass die Temperaturverteilung
großteils einen annähernd konstanten Wert hat und nur
in kleinen Bereichen davon abweicht. Dies ist beispiels-
weise bei der Überwachung der Prozesstemperatur in ei-
nem Bioreaktor aber häufig gegeben.
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