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Einleitung

Die Boundary-Elemente-Methode (BEM) ist ein sehr
effizientes Verfahren zur numerischen Simulation aku-
stischer Fragestellungen. Die Genauigkeit hidngt dabei
unter anderem von der Diskretisierung der Geometrie
ab. Isogeometrische Analysen (IGA) verwenden CAD-
Modelle direkt als Basis fiir die numerischen Berech-
nungen und gewdhrleisten somit eine exakte Darstel-
lung der Geometrie. Dafiir nutzen sie die den CAD-
Modellen zugrundeliegenden Nicht-Uniformen Rationa-
len B-Splines (NURBS) zur Geometriebeschreibung.
Die oberflichenbasierte BEM erméglicht dabei die Ver-
kniipfung zwischen CAD- und Berechnungsmodell. Da-
durch reduziert sich neben dem Diskretisierungsfehler
auch der mit der Vernetzung verbundene Aufwand er-
heblich.

CAD-Modelle enthalten zur effizienten Geometriedarstel-
lung haufig getrimmte Flichen. Auf diese Weise kénnen
komplexe Geometrien mit iiberschaubarem Aufwand er-
stellt werden. Fiir die numerische Simulation getrimmter
Geometrien ergeben sich jedoch einige Schwierigkeiten,
wie Stabilitdtsprobleme durch degenerierte Ansatzfunk-
tionen. Auflerdem stellt die numerische Integration ge-
trimmter Elemente eine Herausforderung dar.

Im vorliegenden Beitrag wird ein Ansatz zur numerischen
Behandlung getrimmter CAD-Geometrien mit der IGA-
BEM vorgestellt und anhand akustischer Anwendungs-
beispiele verifiziert.

Boundary-Elemente-Methode

Die Beschreibung akustischer Wellenausbreitungen im
Frequenzbereich unter der Annahme harmonischer An-
regungen liefert die Helmholtz-Gleichung

V2p+k*p =0,
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wobei p den akustischen Druck und k = % die Wellen-
zahl mit der Kreisfrequenz w und der Schallgeschwindig-
keit ¢ beschreibt. Um die Groflen im Berechnungsgebiet
allein durch Randwerte ausdriicken zu koénnen, wird fiir
die BEM die zugrundeliegende Differentialgleichung in
die Randintegralgleichung

J

iiberfiihrt [2]. Dabei ist ¢(x) = 1/2 der Randfaktor fiir
glatte Oberflichen, x ist der Empfingerpunkt, y der
Quellpunkt, n,, der Normalenvektor, p der Schalldruck
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und g = g—ﬁ der akustische Fluss. Im dreidimensionalen
Fall ist die Fundamentallosung G gegeben durch
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Die Randintegralgleichung (2) 16st akustische Probleme
im Frequenzbereich theoretisch exakt. Die auftretenden
Integrale miissen aber in der Regel numerisch bestimmt
werden. Deshalb ist es notwendig, eine Diskretisierung
der Oberfliche vorzunehmen. Hierfiir werden sowohl die
Geometrie als auch die Randwerte mithilfe von n diskre-
ten Stiitzwerten ®; sowie deren zugehorigen Ansatzfunk-
tionen f7'(¢) der Ordnung p approximiert

() => (e, (4)
j=1

Die Wahl der Ansatzfunktionen fiir die Geometrie- und
Randwertbeschreibung kann dabei unabhéngig voneinan-
der erfolgen.

Isogeometrische Analysen

Fiir isogeometrische Analysen bietet sich die Verwendung
von NURBS-Ansatzfunktionen an. Diese ermdglichen ei-
ne exakte Darstellung komplexer Geometrien und sind
zudem seit Jahren ein verbreiteter Standard zur Geo-
metriebeschreibung in gingigen CAD-Programmen. Die
NURBS setzen sich zusammen aus gewichteten B-
Splines. Diese sind rekursiv definiert

1, wenn fi < f < €i+1
0, sonst
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mit der Ordnung p und dem Index i = 1,...,n der Ba-
sisfunktionen, der Parameterkoordinate ¢ sowie den Ein-
tragen & aus dem Knotenvektor E. Der Knotenvektor
teilt den Parameterraum in Elemente auf [3]. Die biva-
riaten NURBS-Ansatzfunktionen zur Modellierung von
Flachen ergeben sich aus dem Tensorprodukt gewichte-
ter B-Splines
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mit den Gewichten w. Die NURBS-Ansatzfunktionen

sind auf einer den Elementen {ibergeordneten Struktur
definiert, die als Patches bezeichnet werden [1].
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Analyse getrimmter Flichen

Die Verwendung von getrimmten Flidchen erleichtert
die Erstellung von CAD-Geometrien enorm und ist da-
her in der Realitdt kaum zu vermeiden. Dabei wer-
den NURBS-Fliachen mithilfe von Trimmkurven in ak-
tive und inaktive Bereiche aufgeteilt. Dieses Vorgehen ist
in Abbildung 1 dargestellt. Dort ist auf der linken Sei-
te eine Kreisscheibe zu sehen, die mithilfe eines CAD-
Tools erstellt wurde. Abbildung 1b zeigt die zugrunde-
liegende Geometriebeschreibung. Diese enthélt quadra-
tische Grundflichen anstatt der Kreisflaichen. Mithilfe
von kreisférmigen Trimmkurven werden die Flichen ge-
trimmt, um die gewiinschte Geometrie zu erhalten. CAD-
Modellen liegen also hidufig Trimmkurven zugrunde, wel-
che die Geometrie bestimmen. Die mathematische Be-
schreibung der Geometrie &ndert sich durch die Trim-
mung nicht, d.h. die Basisfunktionen des Parameter-
raums und die Kontrollpunkte der Geometrie sind die-
selben wie fiir die ungetrimmte Geometrie. Um mit der
IGA sédmtliche CAD-Geometrien direkt als Grundlage
fiir numerische Berechnungen nutzen zu kénnen, miissen
Trimmfléchen in den Simulationen unterstiitzt werden.
Dazu muss im ersten Schritt die Trimmung erkannt und
das Rechengebiet abgegrenzt werden. Dies ist im vorlie-
genden Beitrag mithilfe der Open-Source Software Open
CASCADE [7] umgesetzt. AuBBerdem kann die Stabilitét
der Basis durch die Trimmung negativ beeinflusst werden
und auch die numerische Integration getrimmter Elemen-
te muss gesondert betrachtet werden.

(b) Zugehérige Trimmung.

(a) CAD-Geometrie.

Abbildung 1: Geometriebeschreibung einer Kreisscheibe in
CAD mit der zugrundeliegenden Beschreibung der Trimmung.

Aufgrund auftretender Stabilitdtsprobleme durch de-
generierte Funktionen eignen sich die B-Splines bzw.
NURBS nicht zur Rechnung auf getrimmten Fldchen.
Das Wiederherstellen der Stabilitéit der Basis kann durch
die Verwendung der Extended B-Splines [5] erreicht
werden. Die Funktionsweise der Extended B-Splines
ist in Abbildung 2 dargestellt. Dort sind zunéchst die
Basisfunktionen der B-Splines mit den dazugehorigen
Stiitzpunkten fiir ein eindimensionales Beispiel zu se-
hen. Die Trimmung erfolgt bei & = 1,1 mit dem ak-
tiven Bereich von § € [£,4]. Im ersten Schritt werden
die Basisfunktionen in stabile, degenerierte und inakti-
ve Funktionen aufgeteilt. Letztere liegen komplett au-
Berhalb der aktiven Trimmflache, haben somit keinen
Einfluss auf die Berechnungen und kénnen daher ver-
nachléssigt werden. Im Beispiel trifft dies auf Funktion
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Bi zu. Stabile Funktionen zeichnen sich dadurch aus,
dass deren zugehoriger Stiitzpunkt innerhalb des akti-
ven Bereichs liegt (Funktionen Bs bis Bg). Im Gegen-
satz dazu liegen die Stiitzpunkte degenerierter Funktio-
nen auflerhalb, wihrend die zugehorige Ansatzfunktion
in das Rechengebiet hineinragt (Funktion Bg). Aus die-
sem Grund diirfen degenerierte Funktionen nicht ver-
nachléssigt werden. Stattdessen werden sie durch FEr-
weiterungen stabiler Funktion ersetzt. Die Extended B-
Splines By ergeben sich zu

B(&m) = Bi(€m) + > eijBi(&m).

J€J;

(®)

Dabei sind e; ; die Gewichtungsfaktoren und J; ist die
Menge der degenerierten Ansatzfunktionen. Die Berech-
nung der bivariaten Gewichtungsfaktoren ist in [5] ge-
geben. Die Erweiterung der B-Splines zu den Extended
B-Splines ist in Abbildung 2b dargestellt. Es ist zu er-
kennen, dass die degenerierte Funktion Bs durch Erwei-
terungen der stabilen Funktionen Bj3, B4 und Bj ersetzt
wird. Des Weiteren wird die inaktive Funktion B; ge-
strichen. Weit von der Trimmkurve entfernte Funktionen
bleiben unveréndert (siche Funktion Bg). Die Extended
B-Splines konnen im Gegensatz zu den B-Splines auch
negative Werte annehmen. Die Stabilitit der Basis ist
bei Verwendung der Extended B-Splines unabhingig von
der Trimmposition gegeben. Zudem wird garantiert, dass
sich die Kollokationspunkte innerhalb der Trimmfliche
befinden.
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(a) Einteilung der Funktionen der B-Splines.
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(b) Erweiterung stabiler Funktionen zu Extended B-Splines.

Abbildung 2: Schritte zur Bestimmung der Extended B-
Splines aus den B-Splines zum Wiederherstellen der Stabilitéit
fiir getrimmte Geometrien.

Die Extended B-Splines kénnen in die Simulation ein-
bezogen werden, ohne direkt im Integrationsprozess
bertiicksichtigt zu werden. Stattdessen wird iiber alle B-
Spline-Ansatzfunktionen mit Einfluss (alle Funktionen
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aufler die inaktiven) mit allen Kollokationspunkten in-
nerhalb der Trimmfléche integriert. Dadurch ergeben sich
rechteckige statt quadratische Systemmatrizen, die an-
schlieBend mit einer globalen Matrix aller Gewichtungs-
faktoren der Extended B-Splines multipliziert werden.
Dieses Vorgehen wird in [5] beschrieben.

Die numerische Integration getrimmter Patches wird
durch eine Quadtree-Unterteilung der Integrationsele-
mente in Zellen abhéngig von der Trimmkurve umge-
setzt [6]. Die maximale Unterteilungstiefe ist dabei be-
liebig einstellbar. Dieses Vorgehen ist in Abbildung 3
visualisiert. Die Trimmkurve ist in blau dargestellt. Im
ersten Schritt wird das getrimmte Integrationselement
in vier gleich grofie Zellen unterteilt, siche 3a. In wei-
teren Unterteilungsschritten werden ungetrimmte Zellen
nicht weiter verfeinert, wéhrend sich getrimmte Zellen
immer weiter zerteilen. Dadurch ergibt sich die in Ab-
bildung 3b dargestellte Unterteilung nach drei Schrit-
ten. Zusétzlich sind dort beispielhafte Integrationspunk-
te dargestellt. Die schwarzen Punkte befinden sich in-
nerhalb der Trimmfldche, wiahrend die blauen Punkte
auflerhalb sind. Nach abgeschlossener Unterteilung wird
die numerische Integration iiber die Zellen ausgefiihrt.
Dabei konnen komplett auflerhalb liegende Zellen ver-
nachléssigt werden. Bei getrimmten Zellen muss fiir die
einzelnen Integrationspunkte getestet werden, ob sie zum
aktiven Bereich der Geometrie gehéren oder nicht. Die
Integration iiber Zellen, die sich komplett innerhalb der
Trimmfldche befinden, benttigt diesen zusétzlichen Test
nicht. Vor dem ersten Unterteilungsschritt findet eine
Zerlegung der Patches in seine Elemente statt. So konnen
auch ungleichméflig unterteilte Patches berticksichtigt
werden. Auflerdem wird dadurch auch die Genauigkeit
auf ungetrimmten Patches verbessert. Die Quadtree-
Unterteilung kann auch unabhéngig von der Trimmkurve
fiir ungetrimmte Elemente durchgefiithrt werden.
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(a) Unterteilungstiefe 1. (b) Unterteilungstiefe 3.

Abbildung 3: Quadtree-Unterteilung der Integrationsele-
mente in Zellen zur numerischen Integration getrimmter Ele-
mente.

Numerische Beispiele

Der entwickelte Ansatz zur Berechnung getrimmter
CAD-Geometrien mit der IGA-BEM wird im Folgen-
den anhand akustischer Fragestellungen verifiziert. Als
akustisches Medium wird Luft mit einer Dichte von
p = 12kg/m® und einer Schallgeschwindigkeit von
¢ = 340m/s betrachtet. Zur Verifizierung der numeri-
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schen Berechnungen wird der integrale Fehler bzw. der
Dirichlet-Fehler

\/fl" |pnum - prcf|2 dr
D =

\/ f]_" |prcf|2 dr

genutzt. Aufgrund des Integrals iiber die gesamte Ober-
fliche I' besitzt dieser Fehler mehr Aussagekraft iiber die
Giite der Losung als eine punktweise Fehlerbetrachtung.
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Es werden zwei unterschiedliche Geometrien betrachtet,
die sowohl ungetrimmt als auch mit getrimmten Flidchen
dargestellt werden kénnen, um die Funktionalitéit der
entwickelten Methode zu zeigen. Die beiden getrimm-
ten Versionen der Geometrien sind in Abbildung 4 ge-
zeigt. Die erste Geometrie ist ein Wiirfel mit 1 m Kan-
tenlinge. Um die getrimmte Version des Wiirfels zu er-
zeugen, wird eine Kante lédnger definiert und anschlieSend
an einer Ebene auf 1m getrimmt [5]. Die ungetrimmte
Kante am Ende wird dementsprechend verschoben, so-
dass sich dieselbe Geometrie wie fiir den ungetrimmten
Wiirfel ergibt. Die zweite Geometrie ist eine Kugel mit
einem Radius von 1m, die sich aus mehreren getrimmten
Teilen zusammensetzen lisst. Dazu wird von der oberen
Halbkugel einmal der Bereich rechts von einer ebenen
Trimmkurve weggetrimmt und einmal der Bereich links
von der Trimmkurve.

(a) Getrimmter Wiirfel.

(b) Getrimmte Kugel.

Abbildung 4: Untersuchte Geometrien zusammengesetzt
aus getrimmten Fléachen.

Fiir die Berechnungen wird die Anregung durch eine
Monopolquelle im Mittelpunkt der Geometrien ange-
nommen. Die analytische Losung ist bekannt und wird
in Form von Oberflichenschnellen als Randbedingun-
gen vorgegeben. Fiir die Berechnungen wird die Anre-
gungsfrequenz zu 100Hz und die Integrationsordnung
zu 10 gewéhlt. Es handelt sich bei den betrachteten
Geometrien jeweils um exakte NURBS-Netze. Fiir die
Randwertbeschreibung werden quadratische Ansatzfunk-
tionen verwendet. Dabei kommen Extended B-Splines
fir die getrimmten Geometrien zum Einsatz, wéhrend
fiir die ungetrimmten Geometrie B-Splines genutzt wer-
den. Zur Erhéhung der Anzahl der Freiheitsgrade werden
nach [1] zusétzliche Knoten hinzugefiigt (h-Verfeinerung)
und die Knotenmultiplizitdten der inneren Knoten wer-
den erhoht (Bezier-Extraktion). Als Kollokationspunkte
werden Zwei-Ring Punkte verwendet. Die Integration er-
folgt mit der Gauss-Quadratur sowie der Polarkoordina-
tentransformation fiir singulidre Integrale. Zur besseren



Vergleichbarkeit werden die ungetrimmten Geometrien
auf gleiche Weise wie die getrimmten Geometrien mit der
Quadtree Zerlegung unterteilt. Als Unterteilungstiefe fiir
die Untersuchungen wird fiir den Wiirfel 3 und fiir die
Kugel 1 gewahlt.

In Abbildung 5 ist der Dirichlet-Fehler iiber die Anzahl
der Freiheitsgrade fiir den Wiirfel dargestellt. Dabei wer-
den neben dem ungetrimmten Wiirfel unterschiedliche
Ausgangskantenldngen fiir den getrimmten Wiirfel be-
trachtet. Aus dem Diagramm geht hervor, dass der Feh-
ler fiir unterschiedliche Ausgangskantenldngen in dersel-
ben Groflenordnung liegt, also weitestgehend unabhéngig
von der Trimmposition ist. Des Weiteren wird fiir die
getrimmten Wiirfel eine vergleichbare Genauigkeit wie
fiir den ungetrimmten Wiirfel erreicht. Die erkennbaren
Schwankungen der Fehler sind durch die Unterschiede
in den Positionen der Kollokationspunkte durch die ver-
schiedenen Ausgangskantenldngen zu erkliren.
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Abbildung 5: Dirichlet-Fehler iiber die Anzahl der Freiheits-

grade fiir den ungetrimmten Wiirfel sowie fiir den getrimmten
Wiirfel mit unterschiedlichen Ausgangskantenldngen.

In Abbildung 6 ist der Dirichlet-Fehler iiber die Anzahl
der Freiheitsgrade fiir die Kugel dargestellt. Zu sehen ist
der Vergleich der ungetrimmten Kugel mit der getrimm-
ten Kugel fiir eine Trimmung 0,1 m neben der Symme-
trieachse. Es ist zu erkennen, dass die Ergebnisse fiir die
getrimmte Kugel sehr gut mit denen fiir die ungetrimmte
Kugel iibereinstimmt. Dies zeigt die Funktionalitdt der
entwickelten Methode fiir dieses Beispiel. Die Methode
stoft jedoch an ihre Grenzen, wenn von einem der Pat-
ches nur ein sehr kleiner Teil als Trimmfléche iibrig bleibt.
Dann liegt kein Element vor, welches lediglich stabile An-
satzfunktionen enthélt Die ist zur Verwendung der Ex-
tended B-Splines allerdings notig. In dem Fall muss die
Geometrie so lange h-verfeinert werden bis diese Bedin-
gung erfiillt ist.

Zusammenfassung

In diesem Beitrag wurde ein Ansatz zur Berechnung
getrimmter CAD-Geometrien mit der IGA-BEM vorge-
stellt. Dieser erméglicht das direkte Einbinden beliebi-
ger CAD-Geometrien ohne zusétzlichen Vernetzungsauf-
wand und ohne Geometriefehler. Die Stabilisierung der
Basis unabhéngig von der Trimmposition wurde durch
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Abbildung 6: Dirichlet-Fehler iiber die Anzahl der Freiheits-
grade fiir die ungetrimmte und die getrimmte Kugel.

die Verwendung der Extended B-Splines erreicht. Fiir die
betrachteten Félle hat sich eine vielversprechende Genau-
igkeit im Vergleich zu getrimmten Geometrien gezeigt.

Die vorgestellte Methode sollte fiir weitere, komplexere
Testfille verifiziert werden. Dafiir sollten weitere Integra-
tionsroutinen implementiert werden [4]. Fiir zukiinftige
Untersuchungen ist zudem eine Verbindung der IGA mit
schnellen Methoden, wie der Fast-Multipole-Methode,
denkbar.
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