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Motivation

Akustisch wirksame Schaummaterialien mit zusétzlich
eingebrachten Festkorpern hoher Steifigkeit werden als
akustische Metamaterialien bezeichnet. Durch lokale Re-
sonanzeffekte konnen die Einschliisse die Damm- bzw.
Déampfungswirkung des Schaummaterials insbesondere
im tieffrequenten Bereich signifikant verbessern, ohne da-
bei den Gesamtbauraum zu vergréfern. Ein Beispiel eines
auf einer abstrahlenden Platte applizierten Metamateri-
als ist in Abb. 1 dargestellt [1].

Um allgemeine Richtlinien zum Aufbau von akustischen
Metamaterialien mit breitbandiger Wirkung abzuleiten,
ist es unser Ziel ein zuverlissiges und effizientes numeri-
sches Werkzeug zu entwickeln, das eine umfassende Ana-
lyse der Mechanismen, Einflussfaktoren und Designpa-
rameter sowie das Durchfithren gezielter Topologieopti-
mierungen akustischer Metamaterialien ermoglicht. Fiir
die vibroakustischen Analysen soll eine Kopplung der Fi-
niten Zellen Methode (FCM) und der Randelementeme-
thode (BEM) entwickelt werden. Dabei wird die FCM
fiir die hochgenaue und effiziente Berechnung der ange-
regten Struktur (inklusive Metamaterialien) eingesetzt,
wiahrend die BEM fiir die Berechnung der akustischen
Vorgénge in der Luft genutzt wird.

Abbildung 1: Beispiel eines FE-Modells einer Platte und des
darauf applizierten Metamaterials.

Aufbau der Gesamtsimulation
Das zu berechnende Problem ldsst sich in zwei Teilen
unterteilen: Das Strukturgebiet
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Qstruct = Qplatc U Qfoam U Q( ) U Ql(ni U inc
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(1)

umfasst das gesamte Metamaterial und besteht aus der
Platte Qplate, dem Schaumstoff Q¢oam und den n verteil-
ten Einschliissen. Der andere Teil ist das Luftgebiet Q,;;,
das vom schwingenden Metamaterial durch die abstrah-
lende Fliache I'1pq C 0Qstruct des Metamaterials angeregt
wird. Eine schematische 2D Skizze eines Metamaterials
mit 4 Einschliissen ist in Abb. 2 dargestellt.
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In diesem Beitrag wird die Berechnung der angeregten in-
homogenen Struktur mittels FCM diskutiert; Die Berech-
nung der akustischer Vorginge in der Luft mittels BEM
und die Kopplung zur FCM erfolgt in weiterfiithrenden
Arbeiten.
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Abbildung 2: Schematischer Aufbau des Metamaterials und
der einzelnen Simulationsgebiete.

Bewegungsgleichung der Struktur

Die starke Form der Bewegungsgleichung in Qgtruct, die
notigen Dirichlet und Neumann Randbedingungen sowie
Anfangsbedingungen lauten

pu=V-04+b in Qguct X]0,T] (2)
u=1u auf I'p x 10, T (3)
o-m=t auf I'y x 10, T[ (4)
u = ug in @ € Quruet und t=0  (5)

U = Uy in @ € Qsruet und t=0  (6)

wobei u und w die Verschiebungs und Beschleunigungs-
vektoren sind. Der Spannungstensor ist durch o ge-
kennzeichnet, b steht fiir Volumenlasten, @ fiir vor-
geschriebene Verschiebungen auf dem Dirichlet-Rand
I'p C Otruct und & fiir vorgeschriebene Belastungen
auf dem Neumann-Rand I'y C 0Qgtruct. Schliefllich
sind in Gl (5) und (6) Anfangsbedingungen fiir das
Verschiebungs- und Geschwindigkeitsfeld angegeben. Es
wird weiterhin im gesamten Qgiuct €in linear-elastisches
Materialmodell angenommen, bei dem der Spannungs-
tensor linear vom symmetrischen Verzerrungenstensor e
abhingt. Wegen des heterogenen Aufbaus von Qgiruct
sind die oben definierten Grofen in der Regel nicht konti-
nuierlich an Materialiibergéngen (z.B. entlang Fl(rlll oder
der Grenzfliche zwischen Qpiate und Qpoam). Es ldsst
sich generell feststellen, dass das Verschiebungsfeld ei-

ne schwache und die Spannungs- bzw. Verzerrungsfelder
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eine starke Diskontinuitéit aufweisen, wobei bestimmte
Sprungbedingungen erfiillt sein miissen.
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Abbildung 3: Schematische Abbildung des schwingenden
Metamaterials mit nicht-geometriekonformer Diskretisierung
mittels finiter Zellen.

Finite Zellen Methode

Um die Schwingungen in der Struktur zu berechnen, soll
die Finite Zellen Methode (FCM) zum Einsatz kommen,
die durch die Kombination von nicht-geometriekonformer
Diskretisierung und hoherwertigen Ansatzfunktionen ei-
ne effiziente und robuste Simulation hochkomplexer
Strukturen erméglicht [2]. In der Regel wird bei der
FCM das zu untersuchende physikalische Gebiet Qpnys
in ein grofleres Gebiet (2, eingebettet, das ohne Auf-
wand durch ein Kartesisches Gitter vernetzt werden
kann. Dadurch entsteht ein so genanntes fiktives Ge-
biet Qfict = Qe \ Qpnys, das keine Steifigkeit besitzt
und dementsprechend nicht zur Gesamtenergie des Pro-
blems beitragt. Zusétzlich gehoren auch ggf. vorhande-
ne Hohlrdume in Qpnys zu Qger. Da bei der aktuellel
Problemstellung das in Abb. 2 skizzierte Metamaterial
keine Hohlrdume sondern Materialeinschliisse aufweist,
liegt ein Multimaterial-Gebiet vor. Infolge der bereits re-
guldren Form der Struktur in Abb. 2, es gilt Qe = Qgpruct,
iiber die in der FCM die schwache Form definiert wird.
Demzufolge gilt ohne Volumlenlasten

/pa’il'v d:c+/(Lu)TCaLv de = /vTidm. (7)

I'n

e Qe

In Gl (7) sind C,, und p,, die stiickweise definierten Ma-
terialsteifigkeitsmatrizen und Dichten.

Cplate vV € Qplate

Ca (513) = Cfoam YV € Qfoaurn (8)
Cine Vo€ {0),00), ...}
Pplate vV Qplza»te

Pa(iE) = § Pfoam V& € Qtoam (9)
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Es bieten sich verschiedene Moglichkeiten an, wie man in
der FCM die eingebetteten Geometrien definieren kann,
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wie z.B. durch STL, CAD oder Voxel Dateien. Eine wei-
tere Moglichkeit, die auch in diesem Beitrag zur Beschrei-
bung der Einschliisse benutzt wird, stellt eine implizite
Definition durch Level-Set Funktionen op(z) dar.

) = {z | o (z) < 0} (10)
I ={z | ¢@(z) =0} (11)
Diskretisierung

Die Diskretisierung der in Gl. (7) gegebenen schwachen
Form durch finite Zellen, in denen das Verschiebungsfeld
durch die lineare Kombination von Ansatzfunktionen ap-
proximiert wird

(12)

fithrt zu den Steifigkeits- K bzw. Massenmatrizen M€
und dem Lastvektor F¢ der einzelnen Zellen Q€.

K= /BTC’aB de (13)
Qc

M = /paNTNd:n (14)
Q(,

F© = /NTtdw (15)
T

Anchlielend ldsst sich analog zur FEM das globale Glei-
chungsystem formulieren, dessen Losung die diskreten
Knotenverschiebungen U und -beschleunigungen U lie-
fert.

MU + KU = F (16)
In der FCM entstehen neben vollstandig physikalischen
bzw. fiktiven Zellen auch Zellen, die durch Gebietsrénder
geschnitten sind, (siehe 2" in Abb. 2 und 3) wodurch
diese diskontinuierliche Materialeigenschaften aufweisen.
Wahrend die FCM eine Reihe von Vorteilen anbietet,
miissen die geschnittene Zellen gesondert behandelt wer-
den, da diese (i) die Definition von Randbedingungen
und (ii) die Integration der Zellmatrizen erschweren, so-
wie (iii) die Konditionierung des Gesamtsystems ver-
schlechtern kénnen. Abgesehen von diesen Aspekte soll
in diesem Beitrag auf eine vierte Problematik und die
zugehorige Losung eingegangen werden, die bei der Ana-
lyse akustischer Metamaterialien mittels FCM besonders
wichtig ist.
Multimaterial-Zellen
Bekanntlich weist das Verschiebungsfeld beim Ubergang
zweier Materialien (FI(:I)C) einen Knick auf. Wird das Ver-
schiebungsfeld in den geschnittenen Zellen entsprechend
Gl. (12) durch eine lineare Kombination glatter Ansatz-
funktionen approximiert, so kann die schwache Diskonti-
nuitéit an der Grenzflache, unabhéngig vom Polynomgrad
der Ansatzfunktionen in IN und der Integrationsqualitit,
nicht abgebildet werden. Die mangelhafte Approxima-
tion in w 16st in den geschnittenen Zellen signifikante



Spannungsoszillationen aus, die letztendlich zum Verlust
der, bei FCM typischen, exponentiellen Konvergenzraten
fiihrt. Dies ldsst sich mit Hilfe des in Abb. 4 dargestellten
Beispiels veranschaulichen.
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Abbildung 4: 1D Zugstab aus zwei Materialien mit unbe-
handeltem Materialiibergang in der geschnittenen Zelle.

Die starke Verschlechterung der Konvergenzraten betrifft
nicht nur globale Gréfien wie die Gesamtverzerrungsener-
gie des Systems II, sondern auch das lokale Verhalten der
priméren Losungsvariable. Demzufolge werden auch die
Verschiebungen und Geschwindigkeiten an der abstrah-
lenden Fliche I';,q mit stark reduzierter Genauigkeit ap-
proximiert.

Lokale Anreicherung

Eine Losung fiir das oben geschilderte Problem ist die lo-
kale Anreicherung, wobei der Ansatzraum IN um weitere
Formfunktionen ¢ N erweitert wird

UC

u®(§) = N(QU, + »(§)N(§) (17)
—— ———

a 7

FE-Term Anreicherungsterm

die von Natur aus einen Knick an der Stelle des Mate-
rialitberganges aufweisen. Die Anreicherungsfunktion
ldsst sich mit den Level-Set Funktionen der Einschliisse
© einfach definieren [4]

Y(&) = Nl — Nl

Durch den Anreicherungsterm in Gl. (17) werden die in
Gl. (13) und (14) definierten Elementmatrizen entspre-
chend erweitert.

(18)

Cc __ BHCOéBu BUCOlBa
K /Lm%& &QﬁJm (19)
Qc
. NN ¢NN
M _/pa|:¢NN wQNN:| de (20)
Qe

Nach der Assemblierung der Elementmatrizen erhilt man
folgende gekoppelte diskerete Bewegungsgleichung fiir die

Struktur.
{mumﬂﬂ+ﬁmmﬂﬂ_ﬁhm
Mau Maa Ua Kau Kaa Ua Fa

111

DAGA 2021 Wien

Numerische Beispiele

Statische Analyse

Die Wirkung der Anreicherung wird hier fiir ein statisch
belastetes wiirfelférmiges Gebiet demonstriert, in dessen
Mitte sich ein kugelformiger Einschluss befindet (Abb. 5).
Die Diskretisierung des Problems besteht dabei aus ledig-
lich 4 x 4 x 4 Zellen und der Polynomgrad der Ansatz-
funktionen wird im Bereich p = 1, ...6 variiert. Wird der
Materialiibergang nicht behandelt, erhélt man tortz der
p-Verfeinerung suboptimale, algebraische Konvergenzra-
ten im relativen Fehler in der Energienorm (blaue Kurve
in Abb. 6)

en = /|Ter — Hpom| /Ther X 100% . (22)

Im Gegensatz dazu erhalt man bei zusétzlicher Anreiche-
rung in den geschnittenen Zellen die iiblichen exponen-
tiellen Konvergenzraten in der Energienorm (rote Kurve
in Abb. 6).
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Abbildung 5: Problemstellung eines Wiirfels mit ku-
gelférmigem Einschluss.

101 i
**\\Oilne Anreicherung
S \
IS 10" ¢ \
X
mit Anreicherung
107! ‘ ‘
102 103 104 10°

DOF
Abbildung 6: Relativer Fehler in der Energienorm.

Schwingungsanalyse

Im Folgenden wird das Schwingungverhalten des in
Abb. 7 dargestellten Metamaterials mittels FCM un-
tersucht. Die in gelb hervorgehobenen Bereiche um die
vier Einschliissen markieren die durch die Materialgrenz-
fliichen geschnittenen Zellen, in denen die lokale Anrei-
cherung zum Einsatz kommt. Die Materialparameter sind
folgermaBen gewihlt: Epjate = 70000 [MPal, vplate = 0.3,
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Pplate = 2700 [kg/m?)]a Efoam = S[MPa’]z Vfoam = 037
Proam = 50 [kg/m’], Eine = 5000 [MPa), vine = 0.3, und
pine = 500 [kg/m"] [1].
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Abbildung 7: Vernetzung eines 2D Metamaterials. Alle Ma-
Be sind in [mm)] gegeben.

Als erstes werden die ersten 50 Eigenfrequenzen unter-
sucht und die Genauigkeit fiir ws, wig, wag, w3z und wyg
mit dem Fehlermaf

Cw = |wrcf - wFCM' /wrcf x 100 % (23)
in Abb. 8 fiir Polynomgrade p = 1,...6 ausgewertet. Die
typischen exponentiellen Konvergenzraten sind deutlich
zu erkennen.
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Abbildung 8: Relativer Fehler der Eigenfrequenzen.

Ist die Anregung in Gl. (16) eine harmonische Funktion
der Zeit mit der Anregungsfrequenz 2 und der Amplitude
F, so lisst sich die Systemantwort U fiir {2 berechnen.
(K- O’M)U = F (24)
In Abb. 9 ist das Metamaterial mit einem Polynomgrad
von p 6 fiir die Anregungsfrequenz @ = 969.7 Hz
im deformierten Zustand dargestellt. Dabei wird ersicht-
lich, dass trotz der relativ groben Diskretisierung durch
die nicht-geometriekonformen finiten Zellen die Materi-
aliibergédnge an den Einschlussrédnder 1"1(;)0 dank (i) der
Ansatzfunktionen héherer Ordnung und (ii) der lokalen
Anreicherung in den geschnittenen Zellen deutlich er-
kennbar erfasst werden. Dies wird noch deutlicher, wenn
man u, entlang der Schnittlinie auswertet (Abb. 10), die
mittig durch den Schaumstoff (y = 6 mm in Abb. 7) und
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die Einschliisse velauft. Dabei sind die geschnittenen Zel-
len, die die Einschliisse beinhalten, gelb hervorgehoben.
Die Verschiebungen im Schaumstoff sind in blau und in
den Einschliissen in schwarz dargestellt. Hier ist die ge-
nau abgebildete C°-Stetigkeit zu erkennen.
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Abbildung 9: Schwingform des Metamaterials bei der An-
regungsfrequenz Q@ = 969.7 Hz.
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Abbildung 10: Verschiebungsfeld u, ausgewertet entlang ei-
ner Schnittlinie.

Zusammenfassung und Ausblick

Durch die Kombination von FCM und lokaler Anreiche-
rung ist eine genaue, robuste und einfach autmatisier-
bare Simulation inhomogenerer Metamaterialen méoglich.
In den weiterfithrenden Arbeiten wird die akustische Be-
rechnung mittels BEM an die schwingende Struktur ge-
koppelt und eine Topologieoptimierung beziiglich Lage,
Grofle und Masse der Einschliisse in 3D durchgefiihrt.

Danksagung

Die Autoren bedanken sich fiir die gewdhrte Forderung
der Deutschen Forschungsgesellschaft (DFG) im Rahmen
des Forschungsprojektes ”Kopplung fiktiver Gebietsme-
thoden mit der Randelementemethode fiir die Analyse
akustischer Metamaterialien” (Projektnr. 423317638).

Literatur

[1] Duvigneau, F. und Duczek, S.: A Numerical Study on
the Potential of Acoustic Metamaterials. Adv. Struct.
Mater. (2017) 11-34

[2] Parvizian, J.; Diister, A. und Rank, E.: Finite cell me-
thod: h- and p-extension for embedded domain pro-
blems in solid mechanics. Comput. Mech. 41 (2007)

121-133

Joulaian, M. und Diister, A.: Local enrichment of the
finite cell method for problems with material interfa-
ces. Comput. Mech. 52 (2013) 741-762

Moés, N; Cloirec, M.; Cartraud, P.; Remacle, J.-F.:
A computational approach to handle complex mi-
crostructure geometries. Comput. Methods Appl.
Mech. Engrg. 192 (2003) 3163-3177



