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Motivation

Akustisch wirksame Schaummaterialien mit zusätzlich
eingebrachten Festkörpern hoher Steifigkeit werden als
akustische Metamaterialien bezeichnet. Durch lokale Re-
sonanzeffekte können die Einschlüsse die Dämm- bzw.
Dämpfungswirkung des Schaummaterials insbesondere
im tieffrequenten Bereich signifikant verbessern, ohne da-
bei den Gesamtbauraum zu vergrößern. Ein Beispiel eines
auf einer abstrahlenden Platte applizierten Metamateri-
als ist in Abb. 1 dargestellt [1].

Um allgemeine Richtlinien zum Aufbau von akustischen
Metamaterialien mit breitbandiger Wirkung abzuleiten,
ist es unser Ziel ein zuverlässiges und effizientes numeri-
sches Werkzeug zu entwickeln, das eine umfassende Ana-
lyse der Mechanismen, Einflussfaktoren und Designpa-
rameter sowie das Durchführen gezielter Topologieopti-
mierungen akustischer Metamaterialien ermöglicht. Für
die vibroakustischen Analysen soll eine Kopplung der Fi-
niten Zellen Methode (FCM) und der Randelementeme-
thode (BEM) entwickelt werden. Dabei wird die FCM
für die hochgenaue und effiziente Berechnung der ange-
regten Struktur (inklusive Metamaterialien) eingesetzt,
während die BEM für die Berechnung der akustischen
Vorgänge in der Luft genutzt wird.

Abbildung 1: Beispiel eines FE-Modells einer Platte und des
darauf applizierten Metamaterials.

Aufbau der Gesamtsimulation

Das zu berechnende Problem lässt sich in zwei Teilen
unterteilen: Das Strukturgebiet

Ωstruct = Ωplate ∪ Ωfoam ∪ Ω
(1)
inc ∪ Ω

(2)
inc ∪ · · · ∪ Ω

(n)
inc (1)

umfasst das gesamte Metamaterial und besteht aus der
Platte Ωplate, dem Schaumstoff Ωfoam und den n verteil-
ten Einschlüssen. Der andere Teil ist das Luftgebiet Ωair,
das vom schwingenden Metamaterial durch die abstrah-
lende Fläche Γrad ⊂ ∂Ωstruct des Metamaterials angeregt
wird. Eine schematische 2D Skizze eines Metamaterials
mit 4 Einschlüssen ist in Abb. 2 dargestellt.

In diesem Beitrag wird die Berechnung der angeregten in-
homogenen Struktur mittels FCM diskutiert; Die Berech-
nung der akustischer Vorgänge in der Luft mittels BEM
und die Kopplung zur FCM erfolgt in weiterführenden
Arbeiten.
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Abbildung 2: Schematischer Aufbau des Metamaterials und
der einzelnen Simulationsgebiete.

Bewegungsgleichung der Struktur

Die starke Form der Bewegungsgleichung in Ωstruct, die
nötigen Dirichlet und Neumann Randbedingungen sowie
Anfangsbedingungen lauten

ρü = ∇ · σ + b in Ωstruct× ]0, T [ (2)

u = û auf ΓD× ]0, T [ (3)

σ ·m = t̂ auf ΓN× ]0, T [ (4)

u = u0 in x ∈ Ωstruct und t = 0 (5)

u̇ = u̇0 in x ∈ Ωstruct und t = 0 (6)

wobei u und ü die Verschiebungs und Beschleunigungs-
vektoren sind. Der Spannungstensor ist durch σ ge-
kennzeichnet, b steht für Volumenlasten, û für vor-
geschriebene Verschiebungen auf dem Dirichlet-Rand
ΓD ⊂ ∂Ωstruct und t̂ für vorgeschriebene Belastungen
auf dem Neumann-Rand ΓN ⊂ ∂Ωstruct. Schließlich
sind in Gl. (5) und (6) Anfangsbedingungen für das
Verschiebungs- und Geschwindigkeitsfeld angegeben. Es
wird weiterhin im gesamten Ωstruct ein linear-elastisches
Materialmodell angenommen, bei dem der Spannungs-
tensor linear vom symmetrischen Verzerrungenstensor ε
abhängt. Wegen des heterogenen Aufbaus von Ωstruct

sind die oben definierten Größen in der Regel nicht konti-

nuierlich an Materialübergängen (z.B. entlang Γ
(i)
inc oder

der Grenzfläche zwischen Ωplate und Ωfoam). Es lässt
sich generell feststellen, dass das Verschiebungsfeld ei-
ne schwache und die Spannungs- bzw. Verzerrungsfelder
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eine starke Diskontinuität aufweisen, wobei bestimmte
Sprungbedingungen erfüllt sein müssen.
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Abbildung 3: Schematische Abbildung des schwingenden
Metamaterials mit nicht-geometriekonformer Diskretisierung
mittels finiter Zellen.

Finite Zellen Methode

Um die Schwingungen in der Struktur zu berechnen, soll
die Finite Zellen Methode (FCM) zum Einsatz kommen,
die durch die Kombination von nicht-geometriekonformer
Diskretisierung und höherwertigen Ansatzfunktionen ei-
ne effiziente und robuste Simulation hochkomplexer
Strukturen ermöglicht [2]. In der Regel wird bei der
FCM das zu untersuchende physikalische Gebiet Ωphys

in ein größeres Gebiet Ωe eingebettet, das ohne Auf-
wand durch ein Kartesisches Gitter vernetzt werden
kann. Dadurch entsteht ein so genanntes fiktives Ge-
biet Ωfict = Ωe \ Ωphys, das keine Steifigkeit besitzt
und dementsprechend nicht zur Gesamtenergie des Pro-
blems beiträgt. Zusätzlich gehören auch ggf. vorhande-
ne Hohlräume in Ωphys zu Ωfict. Da bei der aktuellel
Problemstellung das in Abb. 2 skizzierte Metamaterial
keine Hohlräume sondern Materialeinschlüsse aufweist,
liegt ein Multimaterial-Gebiet vor. Infolge der bereits re-
gulären Form der Struktur in Abb. 2, es gilt Ωe = Ωstruct,
über die in der FCM die schwache Form definiert wird.
Demzufolge gilt ohne Volumlenlasten∫

Ωe

ραüv dx+

∫
Ωe

(Lu)TCαLv dx =

∫
ΓN

vTt̂dx . (7)

In Gl. (7) sind Cα und ρα die stückweise definierten Ma-
terialsteifigkeitsmatrizen und Dichten.

Cα(x) =


Cplate ∀x ∈ Ωplate

Cfoam ∀x ∈ Ωfoam

C inc ∀x ∈ {Ω(1)
inc,Ω

(2)
inc, ...,Ω

(n)
inc}

(8)

ρα(x) =


ρplate ∀x ∈ Ωplate

ρfoam ∀x ∈ Ωfoam

ρinc ∀x ∈ {Ω(1)
inc,Ω

(2)
inc, ...,Ω

(n)
inc}

(9)

Es bieten sich verschiedene Möglichkeiten an, wie man in
der FCM die eingebetteten Geometrien definieren kann,

wie z.B. durch STL, CAD oder Voxel Dateien. Eine wei-
tere Möglichkeit, die auch in diesem Beitrag zur Beschrei-
bung der Einschlüsse benutzt wird, stellt eine implizite
Definition durch Level-Set Funktionen ϕ(x) dar.

Ω
(i)
inc = {x | ϕ(i)(x) < 0} (10)

Γ
(i)
inc = {x | ϕ(i)(x) = 0} (11)

Diskretisierung

Die Diskretisierung der in Gl. (7) gegebenen schwachen
Form durch finite Zellen, in denen das Verschiebungsfeld
durch die lineare Kombination von Ansatzfunktionen ap-
proximiert wird

uc(ξ) = N(ξ)U c , (12)

führt zu den Steifigkeits- Kc bzw. Massenmatrizen M c

und dem Lastvektor F c der einzelnen Zellen Ωc.

Kc =

∫
Ωc

BTCαB dx (13)

M c =

∫
Ωc

ραN
TN dx (14)

F c =

∫
Γc
N

NTtdx (15)

Anchließend lässt sich analog zur FEM das globale Glei-
chungsystem formulieren, dessen Lösung die diskreten
Knotenverschiebungen U und -beschleunigungen Ü lie-
fert.

MÜ +KU = F (16)

In der FCM entstehen neben vollständig physikalischen
bzw. fiktiven Zellen auch Zellen, die durch Gebietsränder

geschnitten sind, (siehe Ω
(i)
inc in Abb. 2 und 3) wodurch

diese diskontinuierliche Materialeigenschaften aufweisen.
Während die FCM eine Reihe von Vorteilen anbietet,
müssen die geschnittene Zellen gesondert behandelt wer-
den, da diese (i) die Definition von Randbedingungen
und (ii) die Integration der Zellmatrizen erschweren, so-
wie (iii) die Konditionierung des Gesamtsystems ver-
schlechtern können. Abgesehen von diesen Aspekte soll
in diesem Beitrag auf eine vierte Problematik und die
zugehörige Lösung eingegangen werden, die bei der Ana-
lyse akustischer Metamaterialien mittels FCM besonders
wichtig ist.

Multimaterial-Zellen

Bekanntlich weist das Verschiebungsfeld beim Übergang

zweier Materialien (Γ
(i)
inc) einen Knick auf. Wird das Ver-

schiebungsfeld in den geschnittenen Zellen entsprechend
Gl. (12) durch eine lineare Kombination glatter Ansatz-
funktionen approximiert, so kann die schwache Diskonti-
nuität an der Grenzfläche, unabhängig vom Polynomgrad
der Ansatzfunktionen in N und der Integrationsqualität,
nicht abgebildet werden. Die mangelhafte Approxima-
tion in u löst in den geschnittenen Zellen signifikante
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Spannungsoszillationen aus, die letztendlich zum Verlust
der, bei FCM typischen, exponentiellen Konvergenzraten
führt. Dies lässt sich mit Hilfe des in Abb. 4 dargestellten
Beispiels veranschaulichen.
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Abbildung 4: 1D Zugstab aus zwei Materialien mit unbe-
handeltem Materialübergang in der geschnittenen Zelle.

Die starke Verschlechterung der Konvergenzraten betrifft
nicht nur globale Größen wie die Gesamtverzerrungsener-
gie des Systems Π, sondern auch das lokale Verhalten der
primären Lösungsvariable. Demzufolge werden auch die
Verschiebungen und Geschwindigkeiten an der abstrah-
lenden Fläche Γrad mit stark reduzierter Genauigkeit ap-
proximiert.

Lokale Anreicherung

Eine Lösung für das oben geschilderte Problem ist die lo-
kale Anreicherung, wobei der Ansatzraum N um weitere
Formfunktionen ψN erweitert wird

uc(ξ) = N(ξ)U c
u︸ ︷︷ ︸

FE-Term

+ ψ(ξ)N(ξ)U c
a︸ ︷︷ ︸

Anreicherungsterm

, (17)

die von Natur aus einen Knick an der Stelle des Mate-
rialüberganges aufweisen. Die Anreicherungsfunktion ψ
lässt sich mit den Level-Set Funktionen der Einschlüsse
ϕ einfach definieren [4]

ψ(ξ) = N(ξ)|ϕ| − |N(ξ)ϕ| . (18)

Durch den Anreicherungsterm in Gl. (17) werden die in
Gl. (13) und (14) definierten Elementmatrizen entspre-
chend erweitert.

Kc =

∫
Ωc

[
BuCαBu BuCαBa

BaCαBu BaCαBa

]
dx (19)

M c =

∫
Ωc

ρα

[
NN ψNN
ψNN ψ2NN

]
dx (20)

Nach der Assemblierung der Elementmatrizen erhält man
folgende gekoppelte diskerete Bewegungsgleichung für die
Struktur.[
Muu Mua

Mau Maa

] [
Üu

Üa

]
+

[
Kuu Kua

Kau Kaa

] [
Uu

Ua

]
=

[
Fu

Fa

]
(21)

Numerische Beispiele

Statische Analyse

Die Wirkung der Anreicherung wird hier für ein statisch
belastetes würfelförmiges Gebiet demonstriert, in dessen
Mitte sich ein kugelförmiger Einschluss befindet (Abb. 5).
Die Diskretisierung des Problems besteht dabei aus ledig-
lich 4 × 4 × 4 Zellen und der Polynomgrad der Ansatz-
funktionen wird im Bereich p = 1, ...6 variiert. Wird der
Materialübergang nicht behandelt, erhält man tortz der
p-Verfeinerung suboptimale, algebraische Konvergenzra-
ten im relativen Fehler in der Energienorm (blaue Kurve
in Abb. 6)

eE =
√
|Πref −ΠFCM| /Πref × 100 % . (22)

Im Gegensatz dazu erhält man bei zusätzlicher Anreiche-
rung in den geschnittenen Zellen die üblichen exponen-
tiellen Konvergenzraten in der Energienorm (rote Kurve
in Abb. 6).
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Abbildung 5: Problemstellung eines Würfels mit ku-
gelförmigem Einschluss.
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Abbildung 6: Relativer Fehler in der Energienorm.

Schwingungsanalyse

Im Folgenden wird das Schwingungverhalten des in
Abb. 7 dargestellten Metamaterials mittels FCM un-
tersucht. Die in gelb hervorgehobenen Bereiche um die
vier Einschlüssen markieren die durch die Materialgrenz-
flächen geschnittenen Zellen, in denen die lokale Anrei-
cherung zum Einsatz kommt. Die Materialparameter sind
folgermaßen gewählt: Eplate = 70000 [MPa], νplate = 0.3,
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ρplate = 2700 [kg/m
3
], Efoam = 5 [MPa], νfoam = 0.3,

ρfoam = 50 [kg/m
3
], Einc = 5000 [MPa], νinc = 0.3, und

ρinc = 500 [kg/m
3
] [1].
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Abbildung 7: Vernetzung eines 2D Metamaterials. Alle Ma-
ße sind in [mm] gegeben.

Als erstes werden die ersten 50 Eigenfrequenzen unter-
sucht und die Genauigkeit für ω8, ω16, ω24, ω32 und ω40

mit dem Fehlermaß

eω = |ωref − ωFCM| /ωref × 100 % (23)

in Abb. 8 für Polynomgrade p = 1, ...6 ausgewertet. Die
typischen exponentiellen Konvergenzraten sind deutlich
zu erkennen.
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Abbildung 8: Relativer Fehler der Eigenfrequenzen.

Ist die Anregung in Gl. (16) eine harmonische Funktion
der Zeit mit der Anregungsfrequenz Ω und der Amplitude
F̂ , so lässt sich die Systemantwort U für Ω berechnen.

(K − Ω2M)U = F̂ (24)

In Abb. 9 ist das Metamaterial mit einem Polynomgrad
von p = 6 für die Anregungsfrequenz Ω = 969.7 Hz
im deformierten Zustand dargestellt. Dabei wird ersicht-
lich, dass trotz der relativ groben Diskretisierung durch
die nicht-geometriekonformen finiten Zellen die Materi-

alübergänge an den Einschlussränder Γ
(i)
inc dank (i) der

Ansatzfunktionen höherer Ordnung und (ii) der lokalen
Anreicherung in den geschnittenen Zellen deutlich er-
kennbar erfasst werden. Dies wird noch deutlicher, wenn
man uy entlang der Schnittlinie auswertet (Abb. 10), die
mittig durch den Schaumstoff (y = 6 mm in Abb. 7) und

die Einschlüsse veläuft. Dabei sind die geschnittenen Zel-
len, die die Einschlüsse beinhalten, gelb hervorgehoben.
Die Verschiebungen im Schaumstoff sind in blau und in
den Einschlüssen in schwarz dargestellt. Hier ist die ge-
nau abgebildete C0-Stetigkeit zu erkennen.
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Abbildung 9: Schwingform des Metamaterials bei der An-
regungsfrequenz Ω = 969.7 Hz.
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Abbildung 10: Verschiebungsfeld uy ausgewertet entlang ei-
ner Schnittlinie.

Zusammenfassung und Ausblick

Durch die Kombination von FCM und lokaler Anreiche-
rung ist eine genaue, robuste und einfach autmatisier-
bare Simulation inhomogenerer Metamaterialen möglich.
In den weiterführenden Arbeiten wird die akustische Be-
rechnung mittels BEM an die schwingende Struktur ge-
koppelt und eine Topologieoptimierung bezüglich Lage,
Größe und Masse der Einschlüsse in 3D durchgeführt.
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[2] Parvizian, J.; Düster, A. und Rank, E.: Finite cell me-
thod: h- and p-extension for embedded domain pro-
blems in solid mechanics. Comput. Mech. 41 (2007)
121-133
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