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Einleitung
Die Richtcharakteristik ist eine wichtige Kenngröße
akustischer oder elektroakustischer Schallquellen. Eine
präzise Darstellung ist zum Beispiel bei der Planung von
Beschallungssystemen, bei raumakustischen Simulatio-
nen und bei der Auralisation virtueller akustischer Umge-
bungen von Bedeutung. Die Bestimmung der Charakte-
ristik realer Quellen geschieht typischerweise experimen-
tell mittels diskreter Mikrofonmessungen. Diese Messun-
gen müssen dabei in fast allen Fällen interpoliert werden,
entweder für das räumliche Upsampling auf höher auf-
gelöste Darstellungen der Daten, für die räumliche Neu-
abtastung auf ein anderes Abtastgitter oder für die Ver-
wendung in Simulationen der Schallausbreitung. Hierbei
sind unterschiedliche Interpolationstechniken etabliert,
etwa Pseudo-Splines oder eine Interpolation über die Zer-
legung in Kugelflächenfunktionen (Sphärisch Harmoni-
sche, SH) [1]. Die Leistung der Interpolationstechniken
hängt vom verwendeten Abtastraster, aber auch vom Ab-
strahlungsmuster der Quellen selbst ab. Die Interpolati-
on basiert zumeist auf mathematischen Ansatzfunktio-
nen. Typischerweise werden keine physikalisch motivier-
ten Nebenbedingungen berücksichtigt.

In diesem Beitrag wird ein Verfahren zur Interpolati-
on von Richtcharakteristiken vorgestellt, das physikalisch
informiert ist und die Euler-Gleichungen als Nebenbe-
dingungen verwendet. Im Detail wird eine adjungierten-
basierte Monopolsynthese im Zeitbereich durchgeführt,
mit dem Ziel, experimentelle Mikrofonmessungen in ei-
nem optimalen Sinn zu reproduzieren. Aus der dar-
aus resultierenden Ersatzquelle lassen sich hochaufgelöste
Richtcharakteristiken bestimmen. Vorgestellt werden
synthetische Untersuchungen.

Framework
Zur Darstellung der akustischen Ersatzquelle werden die
beschreibenden Euler-Gleichungen zunächst um einen
Quellterm sp(xi, t) in der Energiegleichung (hier formu-
liert als Druck) erweitert.
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Darin beschreibt ϱ die Dichte, ui die Geschwindigkeit
in xi-Richtung, p den Druck und γ den Isentropenex-
ponent. Es gilt die Einsteinsche Summenkonvention für
i, j = [1, 2, 3].

Die Anpassung des hoch-dimensionalen Quellterms ge-
schieht mit Hilfe eines adjungierten-basierten Ansatzes

[2, 3]. Im Detail wird das Zielfunktional
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minimiert. Darin beschreibt pexp die Mikrofonmessungen.
Das zusätzliche Gewicht σ(xi, t) definiert, wo und wann
das Zielfunktional ausgewertet wird, also die Mikrofon-
positionen und die Samplingrate.

Die Optimierung geschieht iterativ, siehe Abb. 1. Zuerst
werden die Euler-Gleichungen in der Zeit vorwärts gelöst.
Anschließend werden die adjungierten Gleichungen unter
Verwendung der direkten Lösung rückwärts in der Zeit
berechnet. Auf der Grundlage der adjungierten Lösung
wird der Gradient ∇spJ bestimmt und zur Aktualisie-
rung der Quellenverteilung snp mittels eines Gradienten-
ansatzes verwendet

sn+1
p = snp + α∇spJ,

wobei α eine geeignete Schrittweite und n die Iterations-
zahl bezeichnet. Der Gradient wird für die gesamte Re-
chenregion und die gesamte Simulationszeit berechnet.

Validierung
Zur Validierung des Ansatzes wird eine synthetische Kon-
figuration untersucht. Im Detail soll die Richtcharakte-
ristik eines Kolbenstrahlers, analog zu [4], aus diskre-
ten Messungen rekonstruiert werden. Das betrachtete Re-
chengebiet umfasst 2 × 2 × 2 m3. Die Quelle ist mittig
angeordnet. Die Diskretisierung des Gebiets erfolgt mit-
hilfe eines Finite-Differenzen-Ansatzes. Verwendet wer-
den kompakte räumliche Ableitungen 6.Ordnung und ein
explizites Zeitintegrationsverfahren 4.Ordnung. Das Re-
chengitter umfasst 192 × 192 × 192 äquidistant verteil-
te Punkte. Die Samplingrate beziehungsweise der Zeit-
schritt liegt bei 48 kHz. Zur Vermeidung numerischer In-
stabilitäten wird ein Filter 6.Ordnung verwendet. Alle
Berandungen werden als nicht-reflektierend modelliert.

Zunächst wird mittels eines CDPS (complex directivi-
ty point source)-Ansatzes eine Referenzlösung für die in
Abb. 2 gezeigte Konfiguration berechnet. Die Frequenz
des Strahlers liegt bei 2 kHz. Die resultierende Richtcha-
rakteristik ist in Abb. 3 visualisiert.

Anschließend wird für die adjungierten-basierte Synthe-
se der Quelle eben diese durch den Quellterm sp(xi, t)
ersetzt, siehe Abb. 2. Das Volumen in dem sp angepasst
werden kann wird auf einen Kugelradius von r = 0, 33 m
begrenzt. Damit stehen mehr als 130.000 Freiheitsgrade
für die Optimierung/Synthese zur Verfügung.

Die zur Anpassung des Quellterms benötigten syntheti-
schen Mikrofondaten pexp werden der zuvor bestimmten
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Abbildung 1: Iterative Anpassung des Quellterms sp(xi, t).

Abbildung 2: Synthetisches Setup zur Validierung des
adjungierten-basierten Ansatzes. Untersucht wird ein Kolben-
strahler bei einer Frequenz von 2 kHz.

Referenzlösung entnommen. Dabei werden unterschiedli-
che Anzahlen von Mikrofonen betrachtet, von 1024 bis zu
16, jeweils in Halbschritten. Die Anordnung der synthe-
tischen Mikrofone ist dabei so gewählt, dass alle einen
gleiche Flächenanteil einer Sphärenschale mit konstan-
tem Radius um die Ersatzquellen abdecken, siehe Abb. 5.

Für alle untersuchten Anzahlen von Mikrofonen wurde
die adjungierten-basierte Synthese durchgeführt. Der je-
weils entstehende numerische Zwilling, der die beschrei-
benden Euler-Gleichungen respektiert, wurde verwendet,
um die Richtcharakteristik der Referenzquelle zu be-
stimmen. Zur Vereinfachung der Beurteilung wird im
folgenden jeweils der Fehler zur Referenz in einer 2-
dimensionalen Darstellung gezeigt, die den Fehler auf der
Sphärenschale abbildet. Zudem wird der mittlere Fehler,
definiert als

error =

R∑
1

∣∣p′2 − p′2ref
∣∣ · w

R∑
1
p′2ref

,

reference

Abbildung 3: Referenzrichtcharakteristik des untersuchten
Kolbenstrahlers.

mit p′ = p−p∞, w als Gewichtung zur Gleichbehandlung
aller Mikrofone (spherical Voronoi function) und

∑R
1 w =

1, angegeben.

Abbildung 6 zeigt die Ergebnisse für 1024, 512, 256 und
128 Mikrofone. Für die ersten drei Synthesen liegt der
Fehler unter der Wahrnehmbarkeitsschwelle (JND) von
1 dB [5]. Im Fall von 128 verwendeten Mikrofonen liegt
der lokale Fehler deutlich höher. Dieser Trend setzt sich
mit einer weiteren Reduktion der Mikrofone fort.

Betrachtet man die resultierenden Richtcharakteristiken
im Detail, wird klar, dass die Synthese Lösungen erzeugt,
die vornehmlich die Mikrofonpositionen berücksichtigen,
aber nicht den Raum dazwischen. Diesem Phänomen
kann durch die Reduktion der verfügbaren Freiheitsgra-
de, hier durch einfache Reduzierung des Quellvolumens,
entgegengewirkt werden.

Abbildung 7 zeigt die Ergebnisse für 64, 32 und 16 dis-
krete Mikrofone. Wieder steigt der Fehler mit reduzierter
Anzahl an Mikrofonen, zeigt aber insbesondere für den
Fall mit 64 Mikrofonen noch praktisch nutzbare Ergeb-
nisse.
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Abbildung 4: Ersatz der Referenzschallquelle durch eine
Vielzahl von Gitter-basierten Monopolen, modelliert durch
den Quellterm sp(xi, t).

Abbildung 5: Gleichmäßige Positionierung der syntheti-
schen Mikrofone um die Ersatzquelle(n) auf einer Sphäre mit
konstantem Radius.

Einfluss von Messfehlern

Durch die Verwendung der Euler-Gleichungen als Neben-
bedingung für die Optimierung ist das Verfahren rela-
tiv unempfindlich gegenüber Messungenauigkeiten. Zur
Analyse des Einflusses von Messrauschen wurde der Fall
mit 256 Mikrofonen erneut analysiert, wobei die syn-
thetischen Messdaten mit weißem Rauschen mit einem
Signal-Rausch-Verhältnis von 4:1 bezüglich des Signal-
maximums überlagert wurden. Abbildung 8 zeigt den In-
terpolationsfehler. Nur bezüglich kleiner Polarwinkel zei-
gen sich vergrößerte Abweichungen in der Abstrahlcha-
rakteristik.

Zusammenfassung
Vorgestellt wurde eine physikalisch informierte Metho-
de zur Interpolation von Richtcharakteristiken komple-
xer Schallquellen auf Basis von diskreten Mikrofonmes-
sungen. Im Detail wird ein adjungierten-basierter Ansatz
dazu genutzt, um einen numerischen Zwilling der Schall-
quelle mittels Gitter-basierten Monopolen zu erzeugen.
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Abbildung 6: Interpolationsfehler im Vergleich zur Refe-
renzlösung für 1024, 512, 256 und 128 Mikrofone (von oben
nach unten).

Das Verfahren respektiert die Euler-Gleichungen und er-
laubt die freie Anordnung der verwendeten Mikrofone.
Zudem ist eine genaue Positionierung (Zentrierung) der
Quelle bezüglich der Mikrofone nicht notwendig.

In kommenden Arbeiten soll der Ansatz weiter validiert
werden. Zudem sollen komplexe Randbedingungen bei
der Synthese mit berücksichtigt und die Position der Mi-
krofone für den Ansatz optimiert werden.
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Abbildung 7: Interpolationsfehler im Vergleich zur Refe-
renzlösung für 64, 32 und 16 Mikrofone (von oben nach un-
ten).
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Abbildung 8: Interpolationsfehler im Vergleich zur Refe-
renzlösung für 256 Mikrofone unter Berücksichtigung von
künstlichemMessrauschen mit einem Signal-Rauschverhältnis
von 4:1.
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